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Ctirad Matonoha, Jan Vl ček
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Úloha nelineárnı́ho programovánı́

Úloha

Minimalizovat F(x), pokud ck (x) ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m.

Podmı́nky optimality (Kuhn, Tucker)

g(x, u) = 0,

c(x) ≤ 0, u ≥ 0, UC(x)e = 0,

kde

g(x, u) = ∇F(x) +
n

∑

k=1

uk∇ck (x) = ∇F(x) + A(x)u,

A(x) = [∇ck (x), 1 ≤ k ≤ m].

Přitom u ∈ Rm je vektor Lagrangeových multiplikátorů,

U = diag(uk , 1 ≤ k ≤ m), C(x) = diag(ck (x), 1 ≤ k ≤ m)

a e je vektor s jednotkovými prvky.



4

Metody nelineárnı́ho programovánı́

Sekvenčnı́ kvadratické programovánı́ (SQP): Úloha

Minimalizovat Q(d) =
1
2

dT Bd+gTd, pokud AT d+c ≤ 0.

Metody vnitřnı́ch bodů (IP): Posloupnost úloh

Minimalizovat F(x) − µeT log(S)e, pokud c(x) + s = 0,

kde S = diag(sk , 1 ≤ k ≤ m) > 0 a µ→ 0.

Metody nehladkých rovnic (NE): Úloha

Minimalizovat F(x), pokud h(x , u) = 0.

Rovnice h(x , u) = 0 jsou polohladké.
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Metoda nehladkých rovnic

Podmı́nky optimality se vyjádřı́ ve tvaru

g(x, u) = 0, h(x, u) = 0,

kde h(x, u) = [ψ(−ck (x), uk ), 1 ≤ k ≤ m]T .

Fisherova–Burmeisterova funkce

ψ(a, b) =
√

a2 + b2 − (a + b)
se rovná nule právě tehdy, když a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0;

je spojitě diferencovatelná, pokud |a |+ |b | , 0;

je polohladká, pokud |a |+ |b | = 0;

funkce ψ2(a, b) je spojitě diferencovatelná v R2.

Zobrazenı́
f(z) = [g(z), h(z)]T = [g(x, u), h(x, u)]T

je polohladké v bodě z. Platı́

f ′(z, d) = Jd + o(‖d‖), pokud ‖d‖ → 0 a J ∈ ∂f(z + d),

takže
f(z + d) − f(z) = f ′(z, d) + o(‖d‖) = Jd + o(‖d‖).
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Určenı́ směrového vektoru

Soustava rovnic f(z + d) ≈ f(z) + Jd = 0, kde z = (x, u) a d = (dx , du),
se řešı́ nehladkou Newtonovou metodou. Pak

x+ = x + dx , u+ = u + du,

kde
[

B A
R−1(R + C)AT −R−1(R − U)

] [

dx

du

]

= −

[

g(x, u)
h(x, u)

]

,

B ≈ G(x, u) = ∇2F(x) +
m
∑

k=1

uk∇
2ck (x),

R = diag(rk , 1 ≤ k ≤ m), rk =
√

ck (x)2 + u2
k .

Symetrizace
[

B A
AT −M

] [

dx

du

]

= −

[

g(x, u)
(R + C)−1R h(x, u)

]

,

kde M = (R + C)−1(R − U) je diagonálnı́ pozitivně semidefinitnı́ matice.
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Použitı́ aktivnı́ch omezenı́

Omezenı́ s indexem 1 ≤ k ≤ m nazveme aktivnı́m, pokud

−
∂ψk

∂uk
≤ ε̂

∂ψk

∂ck
⇐⇒ rk − uk ≤ ε̂(rk + ck ),

kde ε̂ > 0 (obvykle 0.01 ≤ ε̂ ≤ 1).
Aktivnı́ veličiny: ĉk , ûk , r̂k , M̂; Neaktivnı́ veličiny: čk , ǔk , řk , M̌.
Eliminace neaktivnı́ch veličin: Platı́

ďu = M̌−1(ǍT dx + č) − ǔ, (1)
[

B̂ Â
ÂT −M̂

] [

dx

d̂u

]

+

[

ĝ(x, u)
(R̂ + Ĉ)−1R̂ĥ(x, u)

]

=

[

rx

r̂u

]

, (2)

kde
B̂ = B + Ǎ M̌−1ǍT , ĝ(x, u) = g(x, u) + ǍM̌−1č.

Platı́

M̂ ≤ ε̂ I, M̌−1 < 1/ε̂ I a M̂ → 0, M̌−1 → 0, pokud x → x∗.

Symetrická matice B̂ má omezenou normu a je snaha, aby byla pozitivně
definitnı́.
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Použitı́ cenových funkcı́

Cenov á funkce

ϕ(t) = F1,2(x + tdx) + σP1,2(x + tdx , u + tdu), σ ≥ 0,

F1(x + tdx) = F(x + tdx),

F2(x + tdx) = F(x + tdx) + (u + du)
T c(x + tdx),

P1(x + tdx , u + tdu) = ‖h(x + tdx , u + tdu)‖1,

P2(x + tdx , u + tdu) =
1
2
‖h(x + tdx , u + tdu)‖

2.

Je třeba, aby platilo ϕ′(0) < 0, a aby byla splňena Armijova podmı́nka

ϕ(t) − ϕ(0) ≤ ε1tϕ′(0), kde 0 < ε1 < 1/2.

Označenı́

F1 : χ(r) = dT
x rx − (û + d̂u)

T r̂u , F2 : χ(r) = dT
x rx ,

F1 : γ0 = (u + du)
T M(u + du) − (u + du)

T c, F2 : γ0 = 0,

P1 : γ1 = ‖h‖1 − ‖(R̂ + Ĉ)R̂−1 r̂u‖1,

P2 : γ1 = ‖h‖2 − ĥT (R̂ + Ĉ)R̂−1 r̂u.
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Přesnost řešenı́

Potřebujeme, aby platilo γ1 > 0, což je splněno, pokud

P1 : ‖r̂u‖1 ≤
ωu

2
‖h‖1, P2 : ‖r̂u‖ ≤

ωu

2
‖h‖,

kde 0 ≤ ωu < 1.

Věta 1 Necht’ vektory dx , d̂u jsou zı́skány přibližným řešenı́m soustavy
rovnic (2) a vektor ďu je určen podle (1). Pak

ϕ′(0) = −dT
x Bdx − γ0 − γ1σ+ χ(r).

Pokud γ1 > 0,

σ ≥ σ > −
dT

x Bdx + γ0

γ1
,

a soustava (2) je řešena s dostatečnou přesnostı́, konkrétně když

χ(r) < dT
x Bdx + γ0 + γ1σ,

platı́ ϕ′(0) < 0.
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Globálnı́ konvergence

Globálnı́ konvergence: Iteračnı́ metoda konverguje z libovolného bodu ke
stacionárnı́mu bodu (kde jsou splněny KKT podmı́nky).

Standardnı́ předpoklady:

Funkce F(x) a ck (x), 1 ≤ k ≤ m, jsou dvakrát spojitě
diferencovatelné. Funkčnı́ hodnoty a derivace jsou omezené.

Matice vystupujı́cı́ v (2) jsou stejnoměrně regulárnı́.

Matice B jsou stejnoměrně omezené a stejnoměrně pozitivně
definitnı́.

Platı́ |uk |+ |ck (x)| ≥ ε (striktnı́ komplementarita) a rk + ck (x) , 0.

Globálnı́ konvergenci lze dokázat pouze pokud cenová funkce ϕ(t)
obsahuje funkci F1(x + tdx) = F(x + tdx) a pokud parametr σ neklesá
(neefektivnı́ volba).
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Filtr

Geometrick é znázorn ěnı́ filtru

F(z)

F

P(z)

F(z )1

F(z )2

F(z )3

P(z )3P(z )2P(z )1

F = { ( F(z )j , P(z )),1 � j � 3 }j

P(z) =
1
2
‖h(z)‖2
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Kombinovaná metoda spádových směrů

Kombinace Armijovy podmı́nky a principu filtru.

Pokud platı́

dT∇F(z) < 0 a −dT∇F(z)t > δ3Pν(z), (3)

kde δ3 > 0 a ν > 1, použı́vá se Armijova podmı́nka

F(z + td) − F(z) ≤ ε1tdT∇F(z), (4)

kde 0 < ε1 < 1/2. Pokud neplatı́ (3), použı́vá se podmı́nka filtru

F(z + td) < F(z) − δ1P(z) nebo P(z + td) < P(z) − δ2P(z), (5)

kde δ1 > 0 a δ2 > 0.
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Algoritmus

Algoritmus 1

Vstup Dvojice z = (x, u), hodnoty F(z), P(z) a směrový vektor
d = (dx , du) zı́skaný řešenı́m rovnic (1)–(2).

Krok 1 Vypočteme minimálnı́ délku kroku t > 0. Zvolı́me počátečnı́ délku
kroku t > 0 (obvykle t := 1).

Krok 2 Pokud t < t přejdeme na krok 6. Pokud t ≥ t , vypočteme nové
hodnoty F := F(z + td) a P := P(z + td). Pokud (F ,P) ∈ F ,
přejdeme na krok 5.

Krok 3 Pokud platı́ (3) a je splněna Armijova podmı́nka (4), přejdeme na
krok 8. Pokud platı́ (3) a nenı́ splněna Armijova podmı́nka (4),
přejdeme na krok 5.

Krok 4 Pokud neplatı́ (3) a je splněna podmı́nka filtru (5), přejdeme na
krok 7. Pokud neplatı́ (3) a nenı́ splněna podmı́nka filtru (5),
přejdeme na krok 5.
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Algoritmus

Krok 5 Zkrátı́me délku kroku t > 0 a přejdeme na krok 2.

Krok 6 Obnovenı́ přı́pustnosti. Najdeme nový směrový vektor d a vhodnou
délku kroku t > 0, pro kterou je splněna podmı́nka (5). Vypočteme
hodnoty F := F(z + td), P := P(z + td) a přejdeme na krok 7.

Krok 7 Aktualizace filtru.

Krok 8 Ukončenı́ výpočtu. Hodnota t > 0 je zı́skaná délka kroku.

Minimálnı́ délka kroku

t = δ4 min

(

ε0,
δ1P(z)

|dT∇F(z)|
,
δ3P(z)ν

|dT∇F(z)|

)

, dT∇F(z) < 0,

t = δ4 ε0, dT∇F(z) ≥ 0,

kde 0 < δ4 < 1 a ε0 > 0.
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Globálnı́ konvergence

Věta 2 Uvažujme kombinovanou metodu spádových směrů, kde se délka
kroku určuje algoritmem 1. Necht’ jsou splněny standardnı́ předpoklady
pro globálnı́ konvergenci. Pak h(z) → 0.

Věta 3 Uvažujme metodu nehladkých rovnic, kde se směrový vektor
zı́skává řešenı́m rovnic (1)–(2) s přesnostı́

dT
x rx ≤ ωxdT

x B̂dx , ‖r̂u‖ ≤ ωu‖ĉ(x)‖,

kde 0 ≤ ωx < 1 a 0 ≤ ωu < 1, a délka kroku se určuje algoritmem 1.
Jsou-li splněny standardnı́ předpoklady pro globálnı́ konvergenci (takže
h(z) → 0), je tato metoda globálně konvergentnı́.
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UFO - modulárnı́ systém

Všechny výsledky jsou počı́tány pomocı́ systému UFO
– je to modulárnı́ systém:

všechny metody použı́vajı́ stejné podprogramy
⇒ porovnánı́ metod je věrohodné

Lukšan L., Tůma M., Matonoha C., Vlček J., Ramešová N., Šiška M., Hartman J.:

UFO 2022 - Interactive System for Universal Functional Optimization.

Technical report V-1289, ICS AS CR, Prague, 2022, 460 p.

https://www.cs.cas.cz/ luksan/ufo.html
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Testovacı́ úlohy

TEST21:

Sada testovacı́ch přı́kladů pro minimalizaci s omezenı́mi ve tvaru
nerovnostı́.

18 řı́dkých úloh popsaných v

Lukšan L., Vlček J.:
Indefinitely preconditioned inexact Newton method for large sparse equality
constrained nonlinear programming problems.
Numer. Linear Algebra Appl., 5 (1998), 219-247.

kde rovnosti jsou nahrazeny nerovnostmi.

Napřı́klad 1. úloha je modifikovaná Rosenbrockova funkce

F(x) =
n−1
∑

i=1

[

100(x2
i − xi+1)

2 + (xi − 1)2
]

ck (x) = sin(xk+1 − xk+2)sin(xk+1 + xk+2) − xk exp(xk − xk+1)

+3x3
k+1 + 4xk+1 + 2xk+2 − 8, 1 ≤ k ≤ n − 2
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Testované metody

Metody použité pro porovnánı́ výsledků:

NE-P – metoda nehladkých rovnic, použitı́ cenové funkce

NE-F – metoda nehladkých rovnic, kombinace cenové funkce a filtru

IP-P – metoda vnitřnı́ch bodů, použitı́ cenové funkce

IP-F – metoda vnitřnı́ch bodů, použitı́ filtru

SQP – sekvenčnı́ kvadratické programovánı́

NE-MN – Newtonova metoda nehladkých rovnic (kombinovaný filtr)

IP-MN – Newtonova metoda vnitřnı́ch bodů (cenová funkce)

NE-VM – Metoda nehladkých rovnic s proměnnou metrikou
(kombinovaný filtr)

IP-VM – Metoda vnitřnı́ch bodů s proměnnou metrikou (cenová
funkce)
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Výkonnostnı́ profily 1

Výkonnostnı́ profily:

užitečný nástroj k porovnávánı́ optimalizačnı́ch metod,

zohledňujı́ výsledky odpovı́dajı́cı́ jednotlivým problémům.

Výkonnostnı́ profil ρ(τ) je definován jako

ρ(τ) =
počet problémů, pro něž log2(τp,m) < τ

celkový počet problémů
, 0 ≤ τ ≤ τ̄.

Pro X = čas, NIT, NFV apod.:

τp,m =
hodnota X potřebná k vyřešenı́ problému p metodou m

hodnota Xmin potřebná k vyřešenı́ problému p metodami m
,

τp,m = ∞ pokud se metodou m nepodařı́ vyřešit problém p.
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Výkonnostnı́ profily 2

Hodnota ρ(τ) udává:

pro τ = 0 procento testovacı́ch úloh, pro které je metoda m nejlepšı́,

pro dostatečně velké τ procento testovacı́ch úloh, které metoda m
dokáže vyřešit.

Relativnı́ účinnost a spolehlivost jednotlivých metod lze přı́mo vyčı́st z
výkonnostnı́ch profilů:
Čı́m vyššı́ je konkrétnı́ křivka, tı́m lepšı́ je přı́slušná metoda.

Systém UFO vyrábı́ výkonnostnı́ profily automaticky po zadánı́
přı́slušného vstupnı́ho parametru.

Dolan E.D., Moré J.J.:

Benchmarking optimization software with performance profiles.

Mathematical Programming 91 (2002) 201-213.
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Výsledky 1

Porovn ánı́ modifikac ı́ Newtonovy metody.
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Výsledky 2

Použit ı́ metod s prom ěnnou metrikou.
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Výsledky 3

Porovn ánı́ různých metod.
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Poděkovánı́

Děkujeme za pozornost.


