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Uloha nelinearniho programovani

Uloha

Minimalizovat F(x), pokud ck(x) <0, 1<k<m.
Podminky optimality (Kuhn, Tucker)

glx.u) = 0,
c(x) < 0, u=0, UC(x)e=0,

kde .
g(x,u) = VF(x) + Z uVer(x) = VF(x) + A(X)u,
k=1
A(x) = [Ver(x), 1<k <m].
Pfitom u € R™ je vektor Lagrangeovych multiplikatord,
U=diag(ux, 1<k <m), C(x)=diag(ck(x), 1 <k <m)

a e je vektor s jednotkovymi prvky.



Metody nelinearniho programovani

@ Sekvenéni kvadratické programovani (SQP): Uloha

. . 1
Minimalizovat Q(d) = EdTBdJrgTd, pokud ATd+c<O0.

@ Metody vnitfnich bodd (IP): Posloupnost Gloh
Minimalizovat F(x)—pue’ log(S)e, pokud c(x)+s =0,

kde S =diag(sk, 1<k <m)>0au—0.
@ Metody nehladkych rovnic (NE): Uloha

Minimalizovat F(x), pokud h(x,u)=0.

Rovnice h(x, u) = 0 jsou polohladkeé.



Metoda nehladkych rovnic

Podminky optimality se vyjadfi ve tvaru
g(x,u) =0, h(x,u) =0,
kde h(x, u) = [y(—ck(x), ux), 1<k <m].

Fisherova—Burmeisterova funkce

y(a,b) = va?2+b%2-(a+b)

@ se rovna nule pravé tehdy, kdyza >0, b > 0, ab = 0;
@ je spoijité diferencovatelna, pokud |a| + |b| # 0;

@ je polohladka, pokud |a| + |b| = 0;

@ funkce y?(a, b) je spojité diferencovatelna v R?.

Zobrazeni
f(z) = [9(2), h(2)]" = [g(x, u), h(x, u)]”
je polohladké v bodé z. Plati
f(z,d) =Jd+ o(lldll), pokud |ld| -0 a Jedf(z+d),

takze
f(z+ d) - f(z) = f'(z,d) + o(lldll) = Jd + o(l|dl]).



Uréeni smérového vektoru

Soustava rovnic f(z 4+ d) ~ f(z) + Jd = 0, kde z = (x, u) a d = (dx, dy),
se feSi nehladkou Newtonovou metodou. Pak

Xy = X + dy, uy =u+dy,

kde
g(x, u)
h(x, u)

k)

F\’*l(Ri C)AT —R’l(AI\-'\’ - u)] [Zj -

m
B ~ G(x,u) = V*F(x) + Z ukV2ci (),
k=1

R =diag(rk, 1 < k <m), e = JCk(X)? + U2,

Symetrizace

)

[fT —Am] [3] = [(R + g)(’xl’lg)h(x, )

kde M = (R + C)™}(R - U) je diagonalni pozitivné semidefinitni matice.




Pouziti aktivhich omezeni

Omezeni s indexem 1 < k < m nazveme aktivnim, pokud

e, O R
——<Ee— & rx—-ugx<eélrn+ck),
O ocy K K (e k)
kde & > 0 (obvykle 0.01 < & < 1).
Aktivni veliginy: &, Uk, e, M; Neaktivni veli€iny: &, Uk, F, M.
Eliminace neaktivnich veli¢in: Plati

dy = MY (ATd, + &) - U, )
B A &l | . 8beu) _ |, @
AT —M||ds| |(R+C)Rh(x,u)| |Fu
kde .
B=B+AMAT,  9(x,u) =g(x,u) + AM¢
Plati

A

M<&l, M*<1/2] a M—0, M*'—-0, pokud x— x.

Symetricka matice B ma omezenou normu a je snaha, aby byla pozitivné
definitni. 7



Pouziti cenovych funkci

Cenov a funkce

(p(t) = F]_,z(X + tdx) + O'P]_,z(X + tdx, u-+ tdu), o>0,

Fi(x +tdx) = F(x+ tdy),
Fo(x +tdy) = F(x+ tdy)+ (u+ dy) c(x + tdy),
Pi(x + tdy,u+tdy,) = |lh(x 4+ tdy, u+ tdy)|l1,
1
Po(x + tdy, u+td,) = E||h(x + tdy, U + tdy)I.

Je tfeba, aby platilo ¢’(0) < 0, a aby byla splfiena Armijova podminka
o(t) — ¢(0) < e1te’(0), kde 0<e <1/2.
Oznaceni
Fi: x(r)=dlr—(0+d)%, Fo: x(r)=dlr,
Fi:yo=(Uu+d)" Mu+d)-(u+d)c, Fo:y=0,
P y1 = llhl = (R + C)R™*Full,
P,: y1 = |IhI? = AT(R 4+ C)R7'%,.



Pfesnost reseni

Potfebujeme, aby platilo v; > 0, coz je splnéno, pokud
N w . w
Py lfull < Eu”h”l’ Pz 2 lfll < Eullhll,

kde 0 < w, < 1.
Véta 1 Necht vektory dy, d, jsou ziskany pfibliznym fe&enim soustavy
rovnic (2) a vektor d, je urCen podle (1). Pak
¢'(0) = —d] Bdy — yo — y10 + x(r).

Pokud y; > 0,
> _ dIde + 70 i

Y1
a soustava (2) je feSena s dostatecnou presnosti, konkrétné kdyz

o>

x(r) < d{Bdy + yo + y10,

plati ¢’(0) < 0.



Globalni konvergence

Globalni konvergence: Iteraéni metoda konverguje z libovolného bodu ke
stacionarnimu bodu (kde jsou spinény KKT podminky).

Standardni predpoklady:

@ Funkce F(x) a ck(x), 1 < k < m, jsou dvakrat spojité
diferencovatelné. Funkéni hodnoty a derivace jsou omezené.

@ Matice vystupuijici v (2) jsou stejnomérné regularni.

@ Matice B jsou stejnomérné omezené a stejnomérné pozitivné
definitni.

@ Plati |uk| + lek(x)| = € (striktni komplementarita) a r, + ci(x) # 0.

Globalni konvergenci Ize dok&zat pouze pokud cenova funkce ¢(t)
obsahuje funkci Fy(x + tdy) = F(x + tdy) a pokud parametr o neklesa
(neefektivni volba).
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Geometrick € znazorn éni filtru

F(z)

F(z,)

F(z)

F(zs)
P(z,) P(z) P(z,) P(z)
F={(F), P2 12j<3}

P(2) = SIn(2)IF
11



Kombinovana metoda spadovych smérl

Kombinace Armijovy podminky a principu filtru.

Pokud plati

d'"VF(z) <0 a -d"VF(z)t> 63P"(2), (3)

kde 63 > 0 a v > 1, pouziva se Armijova podminka
F(z + td) - F(2) < e1td"VF(2), 4)
kde 0 < &1 < 1/2. Pokud neplati (3), pouziva se podminka filtru
F(z+td) < F(z) —61P(z) nebo P(z+td) < P(z)—-6,P(z), (5)

kde 61 >0ad, > 0.
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Algoritmus

Algoritmus 1

Vstup Dvojice z = (x, u), hodnoty F(z), P(z) a smérovy vektor
d = (dx, d,) ziskany feSenim rovnic (1)—(2).

Krok 1 Vypocteme minimalni délku kroku t > 0. Zvolime pocéatecni délku
kroku t > O (obvykle t := 1).

Krok 2 Pokud t < t pfejdeme na krok 6. Pokud t > t, vypocteme nové
hodnoty F := F(z + td) a P := P(z + td). Pokud (F,P) € ¥,
pfejdeme na krok 5.

Krok 3 Pokud plati (3) a je splnéna Armijova podminka (4), pfejdeme na
krok 8. Pokud plati (3) a neni splnéna Armijova podminka (4),
pfejdeme na krok 5.

Krok 4 Pokud neplati (3) a je splnéna podminka filtru (5), pfejdeme na
krok 7. Pokud neplati (3) a neni splnéna podminka filtru (5),
pfejdeme na krok 5.
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Algoritmus

Krok 5 Zkratime délku kroku t > 0 a pfejdeme na krok 2.

Krok 6 Obnoveni pFipustnosti. Najdeme novy smérovy vektor d a vhodnou
délku kroku t > 0, pro kterou je splnéna podminka (5). Vypocteme
hodnoty F := F(z + td), P := P(z + td) a prejdeme na krok 7.

Krok 7 Aktualizace filtru.

Krok 8 Ukonceni vypoctu. Hodnota t > 0 je ziskana délka kroku.

Minimalni délka kroku

61P(Z) 63P(Z)V
ld"VF(2)|" [dTVF(2)])°
t = 6480, d"VF(z) > 0,

t d"VF(z) <0,

t = 0, min (80,

kdeO0 <6, <lagy>0.
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Globalni konvergence

Véta 2 UvaZujme kombinovanou metodu spadovych smérd, kde se délka
kroku uréuje algoritmem 1. Necht jsou spinény standardni pfedpoklady
pro globalni konvergenci. Pak h(z) — 0.

Véta 3 Uvazujme metodu nehladkych rovnic, kde se smérovy vektor
Ziskava fesenim rovnic (1)—(2) s presnosti

T — TH A — A
dy I« < wxd, Bdy, I7ull < @ulle(x)ll,

kde 0 < wy <1 a0 < w, <1, adélka kroku se ur€uje algoritmem 1.
Jsou-li spInény standardni pfedpoklady pro globalni konvergenci (takze
h(z) — 0), je tato metoda globalné konvergentni.
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UFO - modularni systém

VSechny vysledky jsou pocitany pomoci systému UFO
— je to modularni systém:

@ vSechny metody pouZivaji stejné podprogramy
= porovnani metod je vérohodné

Q Luk$an L., Tdma M., Matonoha C., VIgek J., Rame3ova N., Siska M., Hartman J.:
UFO 2022 - Interactive System for Universal Functional Optimization.
Technical report V-1289, ICS AS CR, Prague, 2022, 460 p.
https://www.cs.cas.cz/ luksan/ufo.html
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Testovaci tlohy

TEST21:

@ Sada testovacich pfikladll pro minimalizaci s omezenimi ve tvaru
nerovnosti.
@ 18 fidkych Uloh popsanych v

¥ Luksan L., VItek J.:
Indefinitely preconditioned inexact Newton method for large sparse equality
constrained nonlinear programming problems.
Numer. Linear Algebra Appl., 5 (1998), 219-247.

kde rovnosti jsou nahrazeny nerovnostmi.

@ Napriklad 1. Gloha je modifikovana Rosenbrockova funkce

=

n—

F(x) = > [100(x = xi41)? + (x — 1)?]

Il
N

c(x) = sin(Xk+1 — Xk+2)SIN(Xk+1 + Xk+2) — Xk €XP(Xk — Xk+1)
+3X5, 1 + 4%k 1+ 2X%2 -8, 1<k<n-2
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Testované metody

Metody pouZité pro porovnani vysledki:
@ NE-P — metoda nehladkych rovnic, pouZiti cenové funkce
NE-F — metoda nehladkych rovnic, kombinace cenové funkce a filtru
IP-P — metoda vnitfnich bod, pouZiti cenové funkce
IP-F — metoda vnitfnich bodU, pouZiti filtru
SQP - sekvencni kvadratické programovani
NE-MN — Newtonova metoda nehladkych rovnic (kombinovany filtr)

IP-MN — Newtonova metoda vnitfnich bodl (cenova funkce)

NE-VM — Metoda nehladkych rovnic s proménnou metrikou
(kombinovany filtr)

@ IP-VM — Metoda vnitfnich bodd s proménnou metrikou (cenova
funkce)
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Vykonnostni profily 1

Vykonnostni profily:
@ uziteCny nastroj k porovnavani optimalizacnich metod,
@ zohlediuji vysledky odpovidajici jednotlivym problémdm.

Vykonnostni profil p(7) je definovan jako

pocet problémd, pro néz log,(tpm) < 7 _
(1) = — — , 0<7<T
celkovy pocet problému

Pro X = Cas, NIT, NFV apod.:

hodnota X potfebna k vyfeSeni problému p metodou m
hodnota X, potfebna k vyfeSeni problému p metodami m’
Tpm = oo pokud se metodou m nepodafi vyfesit problem p.

Tp.m
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Vykonnostni profily 2

Hodnota p(7) udava:
@ pro 7 = 0 procento testovacich Uloh, pro které je metoda m nejlepsi,
@ pro dostatecné velké T procento testovacich Gloh, které metoda m
dokaze vyfresit.
Relativni G€innost a spolehlivost jednotlivych metod Ize pfimo vycist z
vykonnostnich profild:

Cim vy38i je konkrétni kfivka, tim lepi je pFislusna metoda.

Systém UFO vyrabi vykonnostni profily automaticky po zadani
prislusného vstupniho parametru.

% Dolan E.D., Moré J.J.:
Benchmarking optimization software with performance profiles.
Mathematical Programming 91 (2002) 201-213.
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Vysledky 1

Porovn ani modifikac i Newtonovy metody.

Vykonnostni profily - NFV Vykonnostni profily = TIME

TEST21 - 18 Gloh s 1000 proménnymi
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Vysledky 2

PouZiti metod s prom énnou metrikou.

Vykonnostni profily - NFV Vykonnostni profily = TIME

TEST21 - 18 Gloh s 1000 proménnymi

22



Vysledky 3

Porovn ani réiznych metod.

Vykonnostni profily - NFV Vykonnostni profily = TIME

TEST21 - 17 Gloh s 1000 promé&nnymi
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Podékovani

Dékujeme za pozornost.
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