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P�rehled n�ekter�yh d�ule�zit�yh v�et z teoriematiJi�r�� Rohn1Tehnial report No. 8955. srpna 2003Abstrakt:Tento report obsahuje p�rehled vybran�yh d�ule�zit�yh v�et z teorie mati. Je ps�an formou"de�nie{v�eta{d�ukaz" a p�redpokl�ad�a p�redb�e�zn�e znalosti p�ribli�zn�e na �urovni 1. semestruline�arn�� algebry. C��lem bylo prov�est d�ukazy "a�z do posledn��ho "" u �rady v�et, jejih�z d�ukazyse v literatu�re v�et�sinou obh�azej�� nebo jsou prezentov�any zjednodu�senou formou (jako nap�r.vlastnosti pseudoinverzn�� matie, Grevill�uv algoritmus, re�aln�a forma Shurovy triangular-iza�n�� v�ety, Courant-Fisherova v�eta, odmonina z matie atp.). Autor byl inspirov�an kni-hami [1℄{[9℄, ale v�sehny d�ukazy jsou p�repraovan�e jednak kv�uli jednotnosti v�ykladu, jednakv d�usledku v�y�se uveden�e snahy o jeho maxim�aln�� jasnost. V�yb�er v�et je subjektivn�� a jakotakov�y nutn�e ne�upln�y; je mo�zn�e, �ze bude pozd�eji roz�s���ren. V ka�zd�em p�r��pad�e autor douf�a,�ze tento text vypln�� jistou mezeru v �esky psan�e matematik�e literatu�re.Keywords:Fundament�aln�� podprostory, RREF tvar matie, Cholesk�eho rozklad, Householderovatransformae, QR rozklad, Hessenberg�uv tvar, SVD rozklad, Moore-Penroseova inverze,Grevill�uv algoritmus, ortogon�aln�� projeke, soustavy line�arn��h rovni, metoda nejmen�s��h�tver�u, Farkasova v�eta, metoda sdru�zen�yh gradient�u, Shurova triangulariza�n�� v�eta,unit�arn�� diagonalizovatelnost, spektr�aln�� rozklad, Courant-Fisherova v�eta, odmonina zmatie.
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1 Fundament�aln�� podprostoryDe�nie Pro matii A 2 Rm�n de�nujeme sloupov�y prostorR(A) = fAx; x 2 Rng;j�adro N (A) = fx; Ax = 0ga hodnost rank(A) = dimR(A):V�eta 1 (ortogon�aln�� rozklad) Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n plat��:1) R(A)? = N (AT );2) N (A)? = R(AT );3) Rm = R(A)�N (AT );4) Rn = R(AT )�N (A):D�ukaz 1) Proto�ze R(A) = [A�1; : : : ; A�n℄, je x 2 R(A)? pr�av�e kdy�z xTA�j = 0 proj = 1; : : : ; n, tj. xTA = 0T , o�z plat�� pr�av�e kdy�z ATx = 0, tj. x 2 N (AT ).2) Aplika�� 1) na matii AT dost�av�ame R(AT )? = N (A) a tedy N (A)? = R(AT ).3) Podle v�ety o direktn��m sou�tu je Rm = R(A)�R(A)? = R(A)�N (AT ).4) Podobn�e Rn = N (A)�N (A)? = N (A)�R(AT ) = R(AT )�N (A). 2V�eta 2 Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n plat��:1) ATA je �tverov�a symetrik�a,2) N (ATA) = N (A),3) R(ATA) = R(AT ),4) ATA je regul�arn�� pr�av�e kdy�z sloupe A jsou line�arn�e nez�avisl�e,5) rank(ATA) = rank(A),6) ATA = 0 implikuje A = 0.D�ukaz 1) Proto�ze A 2 Rm�n a AT 2 Rn�m , je ATA 2 Rn�n �tverov�a; je symetrik�aproto�ze (ATA)T = AT (AT )T = ATA.2) Je-li x 2 N (A), potom Ax = 0, tak�ze ATAx = 0 a x 2 N (ATA). Naopak, je-lix 2 N (ATA), potom ATAx = 0, tedy xTATAx = kAxk2 = 0, z �eho�z plyne Ax = 0 ax 2 N (A).3) Podle v�ety 1 a tvrzen�� 2) je R(ATA) = N ((ATA)T )? = N (ATA)? = N (A)? =R(AT ).4) Je-li ATA regul�arn��, potom N (ATA) = f0g a podle 2) je N (A) = f0g, tak�zesloupe A jsou line�arn�e nez�avisl�e; naopak, jsou-li sloupe A line�arn�e nez�avisl�e, potomN (ATA) = N (A) = f0g a ATA je regul�arn��.5) Z tvrzen�� 3) plyne rank(ATA) = dimR(ATA) = dimR(AT ) = rank(AT ) =rank(A).6) Je-li ATA = 0, potom pro ka�zd�e j = 1; : : : ; n je (ATA)jj =PiA2ij = 0, tak�ze el�yj-t�y sloupe matie A je nulov�y. 23



V�eta 3 (hodnostn�� rozklad) Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n hodnosti r � 1 existuj��matie B 2 Rm�r , C 2 Rr�n takov�e, �ze plat��A = BC;p�ri�em�z rank(B) = rank(C) = r.D�ukaz Neht' b1; : : : ; br je libovoln�a b�aze R(A), potom ka�zd�y sloupe A�j, j = 1; : : : ; n,lze ps�at pr�av�e jedn��m zp�usobem ve tvaru A�j = Pri=1 ijbi. Neht' B je matie osloup��h b1; : : : ; br a C = (ij). Potom B 2 Rm�r , C 2 Rr�n , A = BC, rank(B) = r arank(C) � r. P�ritom jer = rank(A) � minfrank(B); rank(C)g = rank(C) � r;tedy rank(C) = r a v�eta je dok�az�ana. 22 RREF tvar matieDe�nie Matie A 2 Rn�n se naz�yv�a regul�arn�� jestli�ze jej�� sloupe jsou line�arn�enez�avisl�e (jin�ymi slovy, jestli�ze soustava Ax = 0 m�a jedin�e �re�sen�� x = 0); v opa�n�emp�r��pad�e se naz�yv�a singul�arn��.V�eta 4 Jsou-li A;B 2 Rn�n regul�arn��, potom i AB je regul�arn��.D�ukaz Je-li ABx = 0, potom z regularity A plyne Bx = 0 a z regularity B plynex = 0. 2De�nie Matie A 2 Rm�n je v RREF2 (odstup�novan�em) tvaru jestli�ze existuj�� 0 �r � m a 1 � k1 < k2 < : : : < kr � n tak, �ze plat��:1. Ai1 = : : : = Ai;ki�1 = 0 a A�ki = ei pro i = 1; : : : ; r,2. Ai� = 0T pro i = r + 1; : : : ; m.V�eta 5 (RREF rozklad) Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n existuje regul�arn�� matieP 2 Rm�m a matie AR 2 Rm�n v RREF tvaru tak, �ze plat��A = PAR: (1)Matie AR je t��mto rozkladem ur�ena jednozna�n�e, stejn�e tak jako prvn��h r sloup�umatie P , kde r je po�et nenulov�yh �r�adk�u AR.D�ukaz (a) Existene. Je-li A = 0, je A v RREF tvaru s r = 0, tak�ze sta��� volit AR = 0a P = I. Neht' tedy A 6= 0. Pro j = 1; : : : ; n polo�zmeSj = [A�1; : : : ; A�j℄; (2)2z angl. \redued row-ehelon form" 4



potom Sn = R(A), tak�ze dimSn = dimR(A) = rank(A) = r � 1. Pro i = 1; : : : ; rde�nujme ki = minfj; dimSj = ig: (3)Potom 1 � k1 < : : : < kr � n. Uk�a�zeme, �ze sloupe A�k1 ; : : : ; A�kr jsou line�arn�enez�avisl�e. P�redpokl�adejme sporem, �ze plat�� Pri=1 �iA�ki = 0, kde aspo�n jedno �i jenenulov�e. Polo�zme p = maxfi; �i 6= 0g, potom A�kp 2 [A�k1 ; : : : ; A�kp�1 ℄ � Skp�1.Je-li kp�1 < j < kp, plyne z (3) �ze A�j 2 Skp�1 , elkem tedy Skp � Skp�1, tak�zep = dimSkp � dimSkp�1 = p�1, o�z je spor. Tedy A�k1 ; : : : ; A�kr jsou line�arn�e nez�avisl�ea jeliko�z dimSki = i, tvo�r�� A�k1 ; : : : ; A�ki b�azi Ski pro i = 1; : : : ; r a nav�� A�k1 ; : : : ; A�krtvo�r�� b�azi R(A), nebot' A�j 2 Skr pro j > kr podle (3). Proto pro ka�zd�e j = 1; : : : ; nlze A�j jednozna�n�e vyj�ad�rit ve tvaruA�j = rXi=1 �ijA�ki : (4)Polo�zme (AR)ij = �ij pro i = 1; : : : ; r a (AR)ij = 0 pro i = r + 1; : : : ; m. Potom ARje v RREF tvaru. Pro ka�zd�e i = 1; : : : ; r a 1 � j < ki je toti�z A�j 2 Ski�1 podle (3),tak�ze A�j je line�arn�� kombina�� A�k1; : : : ; A�ki�1 a tedy (AR)ij = 0. D�ale A�ki lze jako�ztoprvek b�aze vyj�ad�rit jednozna�n�e ve tvaru A�ki =P` 6=i 0 �A�k` + 1 �A�ki , z �eho�z plyne�ze (AR)�ki = ei. Nakone, (AR)ij = 0 pro i = r + 1; : : : ; m a j = 1; : : : ; n. Tedy AR jev RREF tvaru. Polo�z��me-li nyn�� P�i = A�ki pro i = 1; : : : ; r, jsou sloupe P�1; : : : ; P�rline�arn�e nez�avisl�e a lze je doplnit na regul�arn�� matii P . Potom z (4) plyneA�j = rXi=1 (AR)ijP�i = mXi=1 (AR)ijP�i = (PAR)�jpro ka�zd�e j = 1; : : : ; n, tedy A = PAR.(b) Jednozna�nost. Neht' A = PAR, kde P je regul�arn�� a AR je v RREF tvarus parametry r; k1; : : : ; kr. Je-li A = 0, potom za p�redpokladu r � 1 by bylo A�k1 =P (AR)�k1 = Pe1 = P�1 6= 0, spor; tedy r = 0, z �eho�z plyne AR = 0 a AR je ur�enajednozna�n�e. Neht' tedy A 6= 0, tak�ze r � 1. Potom pro ka�zd�e i = 1; : : : ; r je A�ki =(PAR)�ki = P (AR)�ki = Pei = P�i, tak�ze A�k1 ; : : : ; A�kr , jako�zto sloupe regul�arn��matie P , jsou line�arn�e nez�avisl�e a z RREF tvaru matie AR ((AR)i� = 0T pro i =r + 1; : : : ; m) plyne, �ze pro ka�zd�e j = 1; : : : ; n je podle (1)A�j = mXi=1 (AR)ijP�i = rXi=1 (AR)ijP�i = rXi=1 (AR)ijA�ki; (5)tedy A�k1; : : : ; A�kr generuj�� R(A) a proto�ze jsou line�arn�e nez�avisl�e, tvo�r�� b�azi tohotoprostoru. Z toho plyne, �ze r = dimR(A) = rank(A), tak�ze r je ur�eno mati�� Ajednozna�n�e. Dok�a�zeme d�ale induk��, �ze pro i = 1; : : : ; r plat��ki = minfj; dimSj = ig; (6)kde Sj jsou podprostory de�novan�e v (2). To je z�rejm�e pro i = 1, nebot' A�k1 je prvn��nenulov�y sloupe matie A (pro 1 � j < k1 je toti�z A�j = P (AR)�j = P � 0 = 0 a5



A�k1 = Pe1 = P�1 6= 0). Neht' tedy tvrzen�� (6) plat�� pro jist�e 1 � i� 1 < r, tak�zedimSki�1 = i� 1: (7)Pro ki�1 < j < ki jsou nenulov�e prvky v j-t�em sloupi matie AR pouze v �r�ad��h1 a�z i � 1, tak�ze podle (5) je A�j 2 Ski�1 a tedy dimSj = i � 1 pro ka�zd�e takov�ej. Proto�ze sloupe A�k1 ; : : : ; A�ki jsou line�arn�e nez�avisl�e, A�k1 ; : : : ; A�ki�1 2 Ski�1 adimSki�1 = i� 1, tvo�r�� A�k1 ; : : : ; A�ki�1 b�azi Ski�1 a tedy A�ki =2 Ski�1, tak�ze dimSki =1 + dimSki�1 = 1 + (i � 1) = i podle induk�n��ho p�redpokladu (7), ���m�z je tvrzen��(6) induk�� dok�az�ano. Z rovnosti (6) vzhledem k (2) nyn�� plyne, �ze indexy k1; : : : ; kr, atedy i sloupe A�k1 = P�1; : : : ; A�kr = P�r, jsou jednozna�n�e ur�eny mati�� A. Ze vztahu(5) potom dost�av�ame, �ze pro ka�zd�e j = 1; : : : ; n jsou koe�ienty (AR)ij, i = 1; : : : ; r,ur�eny jednozna�n�e jako�zto sou�radnie vektoru A�j v b�azi A�k1 ; : : : ; A�kr , a z de�nieRREF tvaru plyne, �ze (AR)ij = 0 pro i = r + 1; : : : ; m. To znamen�a, �ze matie AR jeur�ena jednozna�n�e, stejn�e tak jako prvn��h r sloup�u matie P . 2De�nie Matii AR z v�ety 5, kter�a je mati�� A jednozna�n�e ur�ena, naz�yv�ame RREFtvarem matie A.V�eta 6 Neht' AR je RREF tvar matie A 2 Rm�n . Potom plat��:1) r = rank(A),2) ki = minfj; dim[A�1; : : : ; A�j℄ = ig pro i = 1; : : : ; r,3) A�k1 ; : : : ; A�ki je b�aze [A�1; A�2; : : : ; A�ki ℄ pro i = 1; : : : ; r,4) A�k1 ; : : : ; A�kr je b�aze R(A),5) A�j =Pri=1(AR)ijA�ki pro j = 1; : : : ; n.D�ukaz V�sehny tyto vlastnosti byly dok�az�any v d�ukazu v�ety 5. 2V�eta 7 Pro matii (A B) rozd�elenou na bloky plat��(A B)R = (AR X)pro jistou matii X.D�ukaz Neht' (A B)R = (C X), kde C, X jsou stejn�yh typ�u jako A, B. Potom podlev�ety 5 je (A B) = P (C X) = (PC PX) pro jistou regul�arn�� matii P , z �eho�z plyneA = PC, kde P je regul�arn�� a C je v RREF tvaru, tak�ze podle v�ety 5 je C = AR. 2V�eta 8 Matie A 2 Rn�n je regul�arn�� pr�av�e kdy�z AR = I.D�ukaz Je-li AR = I, potom A = PAR = P , tak�ze A je regul�arn��. Naopak, neht'AR 6= I, tak�ze ki 6= i pro jist�e i. Neht' p = minfi; ki 6= ig. Potom prvn��h p � 1sloup�u AR tvo�r�� sloupe jednotkov�e matie a kp > p, tak�ze (AR)pp = 0. De�nujmevektor x 2 Rn p�redpisem xi = �(AR)ip pro i = 1; : : : ; p � 1, xp = 1 a xj = 0 proj = p + 1; : : : ; n. Potom ARx = 0, tak�ze Ax = PARx = 0, p�ri�em�z x 6= 0 (nebot'xp = 1), tedy A je singul�arn��. 26



V�eta 9 Ke ka�zd�e regul�arn�� matii A 2 Rn�n existuje pr�av�e jedna matie X 2 Rn�n svlastnost�� AX = XA = I: (8)Naopak, existuje-li k A 2 Rn�n matie X s vlastnost�� (8), potom A je regul�arn��.D�ukaz Proto�ze A je regul�arn��, plat�� podle v�et 7, 8(A I)R = (AR X) = (I X)pro jistou matii X 2 Rn�n . P�ritom je(A I) = P (A I)R = P (I X) = (P PX);z �eho�z plyne P = A a AX = I. Potom XTAT = I a z toho plyne �ze i AT je regul�arn��,nebot' ATx = 0 implikuje x = Ix = XTATx = 0. Na matii AT m�u�zeme tedy aplikovatp�redhoz�� v�ysledek, podle kter�eho existuje matie X̂ s vlastnost�� AT X̂ = I. Potom jeX̂TA = I a z toho vzhledem k asoiativnosti sou�inu mati dost�av�ameX̂T = X̂T I = X̂T (AX) = (X̂TA)X = IX = X;tak�ze X̂T = X a tedy XA = I. T��m je existene matie X s vlastnost�� (8) dok�az�ana.Pro d�ukaz jednozna�nosti p�redpokl�adejme, �ze jist�a matie ~X 2 Rn�n spl�nuje A ~X =~XA = I. Potom z rovnosti A ~X = I plyne (A I) = A(I ~X), kde A je regul�arn�� a (I ~X)je v RREF tvaru, tak�ze podle v�ety 5 je (I ~X) = (A I)R = (I X) a tedy ~X = X, o�zdokazuje jednozna�nost. Nakone, existuje-li k dan�e A 2 Rn�n matie X s vlastnost��(8), potom z Ax = 0 plyne x = XAx = 0, tak�ze A je regul�arn��. 2De�nie Matii X spl�nuj���� (8) naz�yv�ame inverzn�� mati�� k matii A a zna���me ji A�1.V�eta 10 Jestli�ze pro A;X 2 Rn�n plat�� AX = I, potom X = A�1.D�ukaz Toto tvrzen�� bylo dok�az�ano v d�ukazu v�ety 9. 2V�eta 11 Pro danou matii A 2 Rn�n neht' (A I)R = (C X): Potom plat��:1) je-li C = I, je X = A�1,2) je-li C 6= I, potom A je singul�arn�� a nem�a inverzn�� matii.D�ukaz 1) Je-li C = I, potom stejn�ym postupem jako na za��atku d�ukazu v�ety 9dost�av�ame AX = XA = I a tedy X = A�1. 2) Je-li C 6= I, potom AR = C 6= I, tak�zeA je podle v�ety 8 singul�arn�� a podle v�ety 9 nem�a inverzn�� matii. 2V�eta 12 Neht' A;B 2 Rn�n jsou regul�arn�� matie. Potom plat��:1) (A�1)�1 = A,2) (AT )�1 = (A�1)T , 7



3) (�A)�1 = 1�A�1 pro � 6= 0,4) (AB)�1 = B�1A�1.D�ukaz V d�ukazu v�seh tvrzen�� pou�zijeme v�etu 10, podle kter�e z AX = I plyneX = A�1. 1) Podle de�nie inverzn�� matie je A�1A = I, a z toho podle v�ety 10plyne A = (A�1)�1. 2) Z A�1A = I transpozi�� dost�av�ame AT (A�1)T = I a z toho(A�1)T = (AT )�1. 3) Plat�� �A � 1�A�1 = AA�1 = I, a tedy 1�A�1 = (�A)�1. 4) Proto�zeABB�1A�1 = AA�1 = I, d�av�a v�eta 10, �ze B�1A�1 = (AB)�1. 2V�eta 13 (Sherman-Morrison) Neht' A 2 Rn�n je regul�arn�� a neht' b;  2 Rn .Potom plat��:1) je-li TA�1b 6= �1, je(A+ bT )�1 = A�1 � 11+TA�1bA�1bTA�1; (9)2) je-li TA�1b = �1, je A + bT singul�arn��.D�ukaz 1) Vyn�asoben��m dost�av�ame(A+ bT )(A�1 � 11+TA�1bA�1bTA�1)= I � 11+TA�1bbTA�1 + bTA�1 � 11+TA�1bb(TA�1b)TA�1= I + (� 11+TA�1b + 1� TA�1b1+TA�1b)bTA�1 = I;nebot' v�yraz v posledn�� z�avore je roven nule. Z toho podle v�ety 10 plyne (9).2) Je-li TA�1b = �1, potom (A + bT )A�1b = b + b(TA�1b) = b � b = 0; p�ri�em�zA�1b 6= 0 vzhledem k tomu �ze TA�1b = �1, �ili A+ bT je singul�arn��. 23 Algoritmus pro v�ypo�et RREF tvaruDe�nie N�asleduj���� t�ri operae naz�yv�ame element�arn��mi operaemi s mati�� A:1. vyn�asoben�� i-t�eho �r�adku ���slem � 6= 0 (tj. Ai� := �Ai�),2. vyn�asoben�� i-t�eho �r�adku ���slem � a p�ri�ten�� k j-t�emu �r�adku, j 6= i (tj. Aj� :=Aj� + �Ai�),3. v�ym�ena i-t�eho a j-t�eho �r�adku, i 6= j (zna���me Ai� $ Aj�).V�eta 14 Pro matii ~A vzniklou z matie A 2 Rm�n proveden��m1) element�arn�� operae Ai� := �Ai� plat�� ~A = (I + (�� 1)eieTi )A;2) element�arn�� operae Aj� := Aj� + �Ai� plat�� ~A = (I + �ejeTi )A;3) element�arn�� operae Ai� $ Aj� plat�� ~A = (I + (ei � ej)(ej � ei)T )A:8



D�ukaz 1) Matie ~A = (I + (� � 1)eieTi )A = A + (� � 1)eiAi� vznik�a z A p�ri�ten��mmatie jej���z v�sehny �r�adky krom�e i-t�eho jsou nulov�e a i-t�y je roven (� � 1)Ai�, tak�ze~A se ve v�seh �r�ad��h krom�e i-t�eho shoduje s mati�� A a jej�� i-t�y �r�adek je roven �Ai�,tedy ~A je v�ysledkem element�arn�� operae 1.2) Podobn�e z ~A = (I + �ejeTi )A = A + �ejAi� plyne, �ze v�sehny �r�adky matie ~Akrom�e j-t�eho jsou shodn�e s p�r��slu�sn�ymi �r�adky matie A a j-t�y �r�adek se nahrad�� �r�adkemAj� + �Ai�, tak�ze je to v�ysledek element�arn�� operae 2.3) Nakone z ~A = (I+(ei�ej)(ej�ei)T )A = A+ei(Aj��Ai�)+ej(Ai��Aj�) plyne,�ze v ~A je i-t�y �r�adek matie A nahrazen j-t�ym �r�adkem a j-t�y �r�adek je nahrazen i-t�ym�r�adkem, p�ri�em�z ostatn�� �r�adky se nem�en��, je to tedy v�ysledek element�arn�� operae 3.2V�eta 15 Matie ~A vznikl�a z matie A 2 Rm�n proveden��m kone�n�e posloupnosti ele-ment�arn��h opera�� je tvaru ~A = QA;kde Q je jist�a �tverov�a regul�arn�� matie.D�ukaz Podle v�ety 14 je proveden�� kter�ekoliv ze t�r�� element�arn��h opera�� ekvivalentn��vyn�asoben�� matie A zleva jistou mati�� tvaruI + bT ;a tato matie je podle v�ety 13 regul�arn�� pr�av�e kdy�z T b 6= �1. V p�r��pad�e element�arn��operae 1 m�ame T b = (� � 1)eTi ei = � � 1 6= �1 (nebot' � 6= 0 podle de�nie), vp�r��pad�e element�arn�� operae 2 je T b = �eTi ej = 0 6= �1 (nebot' i 6= j), a v p�r��pad�eelement�arn�� operae 3 je T b = (ej�ei)T (ei�ej) = �2 6= �1, tak�ze v�sehny tyto matiejsou regul�arn��. V�ysledn�a matie ~A vznikl�a z A proveden��m posloupnosti element�arn��hopera�� je tedy tvaru ~A = (I + bpTp ) � : : : � (I + b1T1 )A;kde v�sehny matie I + bjTj , j = 1; : : : ; p, jsou regul�arn��, tedy iQ = (I + bpTp ) � : : : � (I + b1T1 )je regul�arn�� (v�eta 4) a plat�� ~A = QA. 2Algoritmus pro nalezen�� RREF tvaru matie A.0. Polo�z i := 1.1. Je-li a`j = 0 pro ka�zd�e ` � i a 1 � j � n, polo�z AR := A a ukon�i.2. Jinak ur�i k := minfj; a`j 6= 0 pro jist�e ` � ig:3. Nalezni a`k 6= 0, ` � i a vym�e�n �r�adky Ai� a A`�.4. Polo�z Ai� := 1aikAi�.5. Pro ka�zd�e ` 6= i polo�z � := a`k a A`� := A`� � �Ai�.6. Je-li i < m, polo�z i := i+ 1 a jdi na krok 1. Jinak polo�z AR := A a ukon�i.9



V�eta 16 Pro libovolnou v�yhoz�� matii A 2 Rm�n d�av�a algoritmus jej�� RREF tvar AR.D�ukaz Dok�a�zeme nejprve, �ze matie ~A vypo�ten�a algoritmem je v RREF tvaru. Je-liA = 0, je matie v RREF tvaru (s r = 0) a algoritmus kon��� v kroku 1. Neht' tedyA 6= 0. Ozna�me r posledn�� hodnotu indexu i, se kterou se prov�ad�� eliminae v kroku5 algoritmu, a neht' pro ka�zd�e 1 � i � r je ki rovno hodnot�e k vypo�ten�e v kroku 2.Dok�a�zeme induk�� podle i, �ze pro ka�zd�e 1 � i � r po proveden�� eliminae s pivotemaiki v kroku 5 je podmatie sest�avaj���� z prvn��h ki sloup�u matie v RREF tvaru,p�ri�em�z jej�� �r�adky po���naje (i + 1)-n��m jsou nulov�e. To je z�rejm�e pro i = 1, nebot'k1 je index prvn��ho nenulov�eho sloupe p�uvodn�� matie, tak�ze po proveden�� eliminaeje podmatie sest�avaj���� z prvn��h k1 sloup�u evidentn�e v RREF tvaru a v�sehny jej���r�adky po���naje druh�ym jsou nulov�e.Neht' tedy tvrzen�� plat�� pro 1 � i� 1 < r, tak�ze po proveden�� eliminae s pivotemai�1;ki�1 je podmatie sest�avaj���� z prvn��h ki�1 sloup�u v RREF tvaru a v�sehny jej���r�adky po���naje i-t�ym jsou nulov�e. To znamen�a, �ze pro index ki vypo�ten�y v kroku 2plat�� ki�1 < ki a p�ri eliminai s pivotem aiki se prvn��h ki�1 sloup�u nem�en�� a nav��se vytvo�r�� i-t�y �r�adek a ki-t�y sloupe v RREF tvaru . To ukazuje, �ze v podmatiisest�avaj���� z prvn��h ki sloup�u je prvn��h i �r�adk�u v RREF tvaru a jej�� zb�yvaj���� �r�adkyjsou vzhledem k v�yb�eru ki v kroku 2 a k eliminai nulov�e, tak�ze el�a podmatie jev RREF tvaru. T��m je tvrzen�� induk�� dok�az�ano. Po proveden�� posledn�� eliminae shodnotou i = r je bud' i = m, nebo v�sehny �r�adky po���naje (i + 1)-n��m jsou nulov�e,tak�ze v�ysledn�a matie ~A je v RREF tvaru.Proto�ze matie se v pr�ub�ehu algoritmu upravuje pouze element�arn��mi operaemi 1,2, 3 (v kro��h 4, 5, 3), plat�� pro v�yslednou matii ~A podle v�ety 15 ~A = QA, kde Qje jist�a regul�arn�� matie. To znamen�a, �ze pro P = Q�1 dost�av�ame A = P ~A, kde P jeregul�arn�� a ~A je v RREF tvaru, tak�ze z jednozna�nosti tohoto rozkladu dok�azan�e vev�et�e 5 plyne ~A = AR. 24 Pozitivn�� (semi)de�nitnostDe�nie Symetrik�a matie A 2 Rn�n se naz�yv�a pozitivn�e semide�nitn�� jestli�zexTAx � 0 pro ka�zd�e x 2 Rn , a pozitivn�e de�nitn�� jestli�ze xTAx > 0 pro ka�zd�e0 6= x 2 Rn .V�eta 17 Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n je ATA pozitivn�e semide�nitn��. Jsou-li sloupeA line�arn�e nez�avisl�e, je ATA pozitivn�e de�nitn��.D�ukaz ATA je symetrik�a podle v�ety 2. Pro ka�zd�e x 2 Rn je xTATAx = (Ax)T (Ax) =kAxk22 � 0, tedy A je pozitivn�e semide�nitn��. Jsou-li sloupe A line�arn�e nez�avisl�e, po-tom z xTATAx = 0 plyne kAxk2 = 0 a tedy Ax = 0, o�z znamen�a, �ze x = 0, tj. ATAje pozitivn�e de�nitn��. 2
10



V�eta 18 Neht' A je pozitivn�e semide�nitn�� a neht'~xTA~x = 0pro jist�e ~x. Potom A~x = 0:D�ukaz Vzhledem k pozitivn�� semide�nitnosti matie A plat�� pro ka�zd�e � 2 R0 � (�~x+ A~x)TA(�~x + A~x) = �2~xTA~x+ 2�kA~xk22 + ~xTA3~x= 2�kA~xk22 + ~xTA3~x;o�z je mo�zn�e jedin�e kdy�z kA~xk2 = 0, tj. A~x = 0. 2V�eta 19 Matie � � aTa ~A �je pozitivn�e de�nitn�� pr�av�e kdy�z � > 0 a ~A� 1�aaT je pozitivn�e de�nitn��.D�ukaz Je-li A pozitivn�e de�nitn��, potom � = eT1Ae1 > 0 a pro ka�zd�e 0 6= x 2 Rn�1plat��xT ( ~A� 1�aaT )x = xT ~Ax� 1�(aTx)2 = � � 1�aTxx �T � � aTa ~A �� � 1�aTxx � > 0;tak�ze ~A � 1�aaT je pozitivn�e de�nitn��. Naopak, je-li � > 0 a ~A � 1�aaT je pozitivn�ede�nitn��, potom pro ka�zd�e x 2 Rn , p���seme-li ho ve tvaru x = (�; x0T )T , kde x0 2 Rn�1 ,plat�� xTAx = � �x0 �T � � aTa ~A �� �x0 � = ��2 + 2�aTx0 + x0T ~Ax0= (p�� + 1p�aTx0)2 + x0T ( ~A� 1�aaT )x0 � 0;tak�ze A je pozitivn�e semide�nitn�� a xTAx = 0 implikuje x0 = 0 a � = 0, tedy A jepozitivn�e de�nitn��. 2V�eta 20 (Cholesk�eho rozklad) Symetrik�a matie A je pozitivn�e de�nitn�� pr�av�ekdy�z existuje doln�� troj�uheln��kov�a matie L s kladn�ymi diagon�aln��mi prvky takov�a, �zeA = LLT :Tato matie je ur�ena jednozna�n�e. 11



D�ukaz Je-li A = LLT , potom pro ka�zd�e x je xTAx = xTLLTx = (LTx)T (LTx) =kLTxk22 � 0, p�ri�em�z xTAx = 0 implikuje LTx = 0 a tedy vzhledem ke kladnostidiagon�aln��h koe�ient�u x = 0, tak�ze A je pozitivn�e de�nitn��. D�ukaz opa�n�e implikaeprovedeme induk�� podle �r�adu matie n. Pro n = 1 je a11 > 0, tak�ze L = (pa11). Neht'tedy tvrzen�� plat�� a�z do �r�adu n� 1 � 1 a neht'A = � � aTa ~A � 2 Rn�nje pozitivn�e de�nitn��. Potom podle v�ety 19 je � > 0 a matie ~A� 1�aaT 2 R(n�1)�(n�1) jepozitivn�e de�nitn��, proto podle induk�n��ho p�redpokladu existuje doln�� troj�uheln��kov�amatie ~L 2 R(n�1)�(n�1) s kladn�ymi diagon�aln��mi prvky takov�a, �ze ~A � 1�aaT = ~L~LT .Polo�zme nyn�� L = � p� 0T1p�a ~L � ;potom L je doln�� troj�uheln��kov�a s kladn�ymi diagon�aln��mi prvky a plat��LLT = � p� 0T1p�a ~L �� p� 1p�aT0 ~LT � = � � aTa ~A � = A;o�z je hledan�y rozklad. Pro d�ukaz jednozna�nosti p�redpokl�adejme, �ze A = L1LT1 projistou doln�� troj�uheln��kovou matiiL1 = � � 0T` L̂ �s kladn�ymi diagon�aln��mi prvky. Potom z rovnostiA = � � aTa ~A � = L1LT1 = � �2 �`T�` ``T + L̂L̂T �plyne � = p�, ` = 1p�a a L̂L̂T = ~A� ``T = ~A� 1�aaT = ~L~LT , tak�ze podle induk�n��hop�redpokladu je L̂ = ~L a tedy L1 = L. T��m je d�ukaz induk�� proveden. 2Algoritmus0. Polo�z L := 0 a k := 1.1. Je-li akk � k�1Pj=1 `2kj � 0, ukon�i: A nen�� pozitivn�e de�nitn��.2. Jinak vypo�ti `kk := sakk � k�1Pj=1`2kj`ik := 1`kk (aik � k�1Pj=1`ij`kj)(i = k + 1; : : : ; n).3. Polo�z k := k+ 1. Je-li k � n, jdi na krok 1. Jinak ukon�i: A je pozitivn�e de�nitn��a plat�� A = LLT . 12



5 Ortogon�aln�� matieDe�nie Matie Q 2 Rn�n se naz�yv�a ortogon�aln�� jestli�ze QTQ = I.V�eta 21 N�asleduj���� tvrzen�� pro matii Q 2 Rn�n jsou ekvivalentn��:(i) Q je ortogon�aln��,(ii) Q je regul�arn�� a Q�1 = QT ,(iii) QQT = I,(iv) QT je ortogon�aln��,(v) �r�adky Q tvo�r�� ortonorm�aln�� b�azi Rn ,(vi) sloupe Q tvo�r�� ortonorm�aln�� b�azi Rn .D�ukaz Dok�a�zeme (i))(ii))(iii))(iv))(i), (i),(vi), (iv),(v).(i))(ii): Z QTQ = I plyne Q�1 = QT a tedy Q je regul�arn��.(ii))(iii): Proto�ze Q�1 = QT , je QQT = QQ�1 = I.(iii))(iv): Proto�ze (QT )TQT = QQT = I, je QT ortogon�aln��.(iv))(i): Z QQT = I plyne QT = Q�1 a tedy QTQ = Q�1Q = I.(i),(vi): Q je ortogon�aln�� pr�av�e kdy�z (QTQ)ij = Q�i �Q�j = Iij pro v�sehna i; j, o�zje ekvivalentn�� tomu, �ze sloupe Q tvo�r�� ortonorm�aln�� syst�em; proto�ze je jih n, tvo�r��ortonorm�aln�� b�azi Rn .(iv),(v) je p�repisem ekvivalene (i),(vi) pro matii QT . 2V�eta 22 Je-li Q 2 Rn�n ortogon�aln��, potom:1) kQi�k2 = kQ�ik2 = 1 pro ka�zd�e i,2) jQijj � 1 a j(Q�1)ijj � 1 pro ka�zd�e i; j,3) kQxk2 = kxk2 pro ka�zd�e x 2 Rn .D�ukaz Z QTQ = I plyne, �ze pro ka�zd�e x 2 Rn je kQxk22 = xTQTQx = xTx = kxk22,o�z dokazuje tvrzen�� 3). Pro i; j = 1; : : : ; n odsud plyne jQijj � kQ�ik2 = kQeik2 =keik2 = 1, a aplika�� tohoto v�ysledku na QT = Q�1 dost�av�ame zb�yvaj���� tvrzen��. 2V�eta 23 Jsou-li Q1; Q2 2 Rn�n ortogon�aln��, je i Q1Q2 ortogon�aln��.D�ukaz Plat�� (Q1Q2)T (Q1Q2) = QT2QT1Q1Q2 = QT2Q2 = I. 2V�eta 24 (Householderova transformae) Pro ka�zd�y vektor x 2 Rn takov�y, �ze kxk2 = 1,je matie H(x) = I � 2xxTsymetrik�a a ortogon�aln��.D�ukaz H(x) je symetrik�a proto�ze H(x)T = I � 2xxT = H(x). D�ale jeH(x)TH(x) = (I � 2xxT )T (I � 2xxT ) = (I � 2xxT )2 = I � 4xxT + 4x(xTx)xT = I;tak�ze H(x) je ortogon�aln��. 213



V�eta 25 Pro ka�zd�e dva vektory y; z 2 Rn takov�e �ze y 6= z a kyk2 = kzk2, plat��y = H( y�zky�zk2 )z;jin�ymi slovy ka�zd�e dva r�uzn�e vektory o stejn�e norm�e lze p�rev�est jeden na druh�y House-holderovou transforma��.D�ukaz Plat��H( y�zky�zk2 )z = (I � 2 y�zky�zk2 � (y�z)Tky�zk2 )z = z � 2(yT z�kzk22)ky�zk22 (y � z)= z + kyk22+kzk22�2yT zky�zk22 (y � z) = z + ky�zk22ky�zk22 (y � z) = y: 2V�eta 26 Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n existuje ortogon�aln�� matie X 2 Rm�m takov�a,�ze (XA)�1 = kA�1k2e1:D�ukaz Je-li A�1 = kA�1k2e1, potom tvrzen�� plat�� s X = I. Neht' tedy A�1 6= kA�1k2e1.Potom polo�z��me-li z = A�1, y = kA�1k2e1, je y 6= z a kyk2 = kA�1k2 = kzk2, tak�zepodle v�ety 25 pro matii X = H( y�zky�zk2 )plat�� (XA)�1 = XA�1 = Xz = y = kA�1k2e1: 2V�eta 27 Pro ka�zd�e x 6= e1, kxk2 = 1, jeH( x�e1kx�e1k2 )ortogon�aln�� matie, jej���z prvn��m sloupem je x.D�ukaz Proto�ze kxk2 = 1 = ke1k2, je podle v�ety 25x = H( x�e1kx�e1k2 )e1;z �eho�z plyne x = (H( x�e1kx�e1k2 ))�1;o�z je tvrzen�� v�ety. 214



6 QR rozkladV�eta 28 (QR rozklad) Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n existuje ortogon�aln�� matieQ 2 Rm a horn�� troj�uheln��kov�a matie R 2 Rm�n s nez�aporn�ymi diagon�aln��mi prvkytak, �ze plat�� A = QR: (10)D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle n. Je-li n = 1, potom podle v�ety 26 existujeortogon�aln�� matie X takov�a, �ze XA = XA�1 = %e1, % � 0. Potom A = XT%e1, tak�zesta��� polo�zit Q = XT , R = %e1. Neht' tedy tvrzen�� plat�� a�z do n � 1 � 1 a neht'A 2 Rm�n . Podle t�e�ze v�ety 26 existuje ortogon�aln�� matie X takov�a, �ze XA je tvaruXA = � % rT0 ~A � ;kde ~A 2 R(m�1)�(n�1) a % � 0. Podle induk�n��ho p�redpokladu existuje ortogon�aln��matie ~Q 2 R(m�1)�(m�1) a horn�� troj�uheln��kov�a matie ~R s nez�aporn�ymi diagon�aln��miprvky tak, �ze ~A = ~Q ~R. Potom� 1 0T0 ~QT �XA = � 1 0T0 ~QT �� % rT0 ~A � = � % rT0 ~QT ~A � = � % rT0 ~R � ;tak�ze matie Q = XT � 1 0T0 ~Q �je ortogon�aln��, R = � % rT0 ~R �je horn�� troj�uheln��kov�a matie s nez�aporn�ymi diagon�aln��mi prvky a plat�� A = QR,���m�z je tvrzen�� induk�� dok�az�ano. 2V�eta 29 Jsou-li sloupe matie A 2 Rm�n line�arn�e nez�avisl�e, potom v rozkladu (10)jsou matie R a prvn��h n sloup�u matie Q ur�eny jednozna�n�e, p�ri�em�z v�sehnydiagon�aln�� prvky R jsou kladn�e.D�ukaz Proto�ze sloupe A jsou line�arn�e nez�avisl�e, je m � n. Vzhledem k tomu, �ze R jehorn�� troj�uheln��kov�a, mus�� b�yt jej�� �r�adky po���naje (n+1)-n��m nulov�e, tak�ze ozna���me-liR̂ �tverovou matii sest�avaj���� z prvn��h n �r�adk�u R a Q̂ matii sest�avaj���� z prvn��hn sloup�u Q, plat�� op�et A = Q̂R̂: (11)P�ritom Q̂ oben�e nen�� �tverov�a, ale st�ale spl�nuje Q̂T Q̂ = I, tak�ze z (11) plyneATA = R̂T Q̂T Q̂R̂ = R̂T R̂:Jeliko�z A m�a line�arn�e nez�avisl�e sloupe, je ATA pozitivn�e de�nitn�� (v�eta 17) a tedyregul�arn��, z �eho�z plyne �ze R̂ je regul�arn��, tak�ze jej�� diagon�aln�� prvky jsou kladn�e.15



Polo�z��me-li nyn�� L = R̂T , potom L je doln�� troj�uheln��kov�a s kladn�ymi diagon�aln��miprvky a spl�nuje ATA = LLT ;o�z je Cholesk�eho rozklad matie ATA, tak�ze podle v�ety 20 je matie L ur�ena jed-nozna�n�e, tedy i R̂ je ur�ena jednozna�n�e stejn�e tak jako Q̂ = R̂�1A. 27 Reduke na Hessenberg�uv tvarDe�nie �R��k�ame, �ze matie A 2 Rn�n je v horn��m Hessenbergov�e tvaru jestli�ze plat��Aij = 0 pro j < i� 1 (i; j = 1; : : : ; n).V�eta 30 Pro ka�zdou matii A 2 Rn�n , n � 2, existuje ortogon�aln�� matie X 2 Rn�ntakov�a, �ze X�1 = e1, X1� = eT1 a(XAXT )�1 = A11e1 + kA�1 � A11e1k2e2:D�ukaz Neht' ~A je matie vznikl�a z A vy�skrtnut��m prvn��ho �r�adku. Podle v�ety 26existuje ortogon�aln�� matie ~X 2 R(n�1)�(n�1) takov�a, �ze ( ~X ~A)�1 = k ~A�1k2~e1, kde ~e1 =(In�1)�1. Polo�zme X = � 1 0T0 ~X � ;potom X�1 = e1, X1� = eT1 a plat��(XAXT )�1 = � 1 0T0 ~X �� A1�~A �� 1 0T0 ~XT � e1 = � 1 0T0 ~X �� A1�~A � e1= � 1 0T0 ~X �� A11~A�1 � = � A11k ~A�1k2~e1 � = A11e1 + kA�1 � A11e1k2e2:2V�eta 31 (reduke na Hessenberg�uv tvar) Ke ka�zd�e �tverov�e matii A existujeortogon�aln�� matie Q a matie H v horn��m Hessenbergov�e tvaru tak, �ze plat��A = QHQT :D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle �r�adu n matie A, p�ri�em�z nav�� dok�a�zeme, �zeQ lze volit tak, aby QT e1 = e1. Pro n = 1 tvrzen�� plat�� pro H = (A11), Q = (1). Neht'tedy tvrzen�� plat�� a�z do �r�adu n � 1 � 1 v�etn�e. Podle v�ety 30 existuje ortogon�aln��matie X takov�a, �ze Xe1 = e1 a (XAXT )�1 = �e1 + �e2 pro jist�a �; � 2 R, tak�zeXAXT je tvaru XAXT = � � aT�~e1 ~A � ;16



kde ~e1 = (In�1)�1. Podle induk�n��ho p�redpokladu existuje ortogon�aln�� matie ~Q 2R(n�1)�(n�1) takov�a, �ze ~QT ~A ~Q = ~H je v horn��m Hessenbergov�e tvaru a ~QT ~e1 = ~e1.Potom� 1 0T0 ~QT �XAXT � 1 0T0 ~Q � = � 1 0T0 ~QT �� � aT�~e1 ~A �� 1 0T0 ~Q �= � 1 0T0 ~QT �� � aT ~Q�~e1 ~A ~Q �= � � aT ~Q� ~QT ~e1 ~QT ~A ~Q � = � � aT ~Q�~e1 ~H � ;tak�ze v�ysledn�a matie H = � � aT ~Q�~e1 ~H �je v horn��m Hessenbergov�e tvaru a plat��A = QHQT ;kde Q = XT � 1 0T0 ~Q �jako�zto sou�in ortogon�aln��h mati je ortogon�aln�� a nakoneQT e1 = � 1 0T0 ~QT �Xe1 = � 1 0T0 ~QT � e1 = e1: 2De�nie �R��k�ame, �ze matie A 2 Rn�n je t�r��diagon�aln�� jestli�ze plat�� Aij = 0 proji� jj > 1 (i; j = 1; : : : ; n).V�eta 32 Ke ka�zd�e symetrik�e matii A existuje ortogon�aln�� matie Q a symetrik�at�r��diagon�aln�� matie H tak, �ze plat�� A = QHQT :D�ukaz Podle v�ety 31 existuje ortogon�aln�� matie Q tak, �ze H = QTAQ je v horn��mHessenbergov�e tvaru. Vzhledem k symetrii A pak plat�� HT = QTATQ = QTAQ = H,tak�ze H je symetrik�a a tedy nutn�e t�r��diagon�aln��. 28 SVD rozklad IV�eta 33 Neht' A 2 Rm�n . Potom existuje ~y 2 Rn , k~yk2 = 1 pro kter�ekA~yk2 = maxfkAyk2; kyk2 = 1ga pro ka�zd�e ~y s touto vlastnost�� plat��ATA~y = kA~yk22~y:17



D�ukaz Proto�ze funke kAyk2 je spojit�a na kompaktn�� jednotkov�e sf�e�re fy 2 Rn ; kyk2 = 1g,existuje podle Weierstrassovy v�ety vektor ~y, k~yk2 = 1, pro kter�ykA~yk2 = maxfkAyk2; kyk2 = 1g:Pro ka�zd�e x 2 Rn , x 6= 0 je potomkAxk2kxk2 = A xkxk22 � maxfkAyk2; kyk2 = 1g = kA~yk2;tak�ze xTATAx � kA~yk22xTxa xT (kA~yk22I � ATA)x � 0pro ka�zd�e x, tedy matie kA~yk22I � ATA je pozitivn�e semide�nitn�� a plat��~yT (kA~yk22I � ATA)~y = kA~yk22 � kA~yk22 = 0;tak�ze podle v�ety 18 je ATA~y = kA~yk22~y: 2V�eta 34 (SVD rozklad) Neht' A 2 Rm�n a q = minfm;ng. Potom existuje matie� = (�ij) 2 Rm�n spl�nuj���� �ij = 0 pro i 6= j a �11 � �22 � : : : � �qq � 0 a ortogon�aln��matie X 2 Rm�m , Y 2 Rn�n takov�e, �ze plat��A = X�Y T :D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle n, p�ri�em�z nav�� dok�a�zeme, �ze � lze volit tak,aby �11 = maxfkAyk2; kyk2 = 1; y 2 Rng:Pro n = 1 sest�av�a A z jedin�eho sloupe a. Je-li a = 0, potom tvrzen�� plat�� pro � = 0,X = Im, Y = (1) (matie 1 � 1); je-li a 6= 0, polo�zme � = kak2e1, ~x = akak2 , potomk~xk2 = 1, tak�ze ~x lze doplnit na ortogon�aln�� matii X = (~x ~X) a zvol��me-li Y = (1),plat�� A = X�Y T a �11 = kak2 = maxfkayk2; kyk2 = 1; y 2 R1g.Neht' tedy tvrzen�� plat�� a�z do n � 1 � 1 v�etn�e, a neht' A 2 Rm�n . Je-li A = 0,potom tvrzen�� plat�� pro � = 0, X = Im, Y = In. Neht' tedy A 6= 0; polo�zme� = kA~yk2 = maxfkAyk2; kyk2 = 1; y 2 Rng;kde k~yk2 = 1, potom � > 0 a podle v�ety 33 jeATA~y = �2~y:18



Polo�zme ~x = 1�A~y. Potom k~xk2 = k~yk2 = 1, tak�ze ~x lze doplnit na ortogon�aln�� matiiX1 = (~x ~X) a podobn�e ~y lze doplnit na ortogon�aln�� matii Y1 = (~y ~Y ). Potom plat��XT1 AY1 = � ~xT~XT �A(~y ~Y ) = � ~xTA~y ~xTA ~Y~XTA~y ~XTA ~Y � ;p�ri�em�z ~xTA~y = 1�kA~yk22 = 1��2 = �a z ortogonality X1, Y1 plyne~xTA ~Y = (AT ~x)T ~Y = 1� (ATA~y)T ~Y = �~yT ~Y = 0T ;~XTA~y = � ~XT ~x = 0;tak�ze XT1 AY1 = � � 0T0 ~XTA ~Y � :Proto�ze matie ~XTA ~Y je typu (m� 1)� (n� 1), plat�� podle induk�n��ho p�redpokladu~XTA ~Y = X̂�0Ŷ T ;kde X̂ 2 R(m�1)�(m�1) a Ŷ 2 R(n�1)�(n�1) jsou ortogon�aln�� a �0 = (�0ij) 2 R(m�1)�(n�1)spl�nuje �0ij = 0 pro i 6= j, �011 � : : : � �0q�1;q�1 � 0, p�ri�em�z�011 = maxfk ~XTA ~Y zk2; kzk2 = 1; z 2 Rn�1g:Polo�z��me-li nyn�� X2 = � 1 0T0 X̂ � ; Y2 = � 1 0T0 Ŷ � ;potom X2 i Y2 jsou ortogon�aln�� a plat��XT2 XT1 AY1Y2 = � 1 0T0 X̂T �� � 0T0 ~XTA ~Y �� 1 0T0 Ŷ �= � � 0T0 X̂T ~XTA ~Y Ŷ � = � � 0T0 �0 � = �:Odtud dost�av�ame A = X�Y T ;kde X = X1X2 a Y = Y1Y2 jsou ortogon�aln��, � m�a nulov�e nediagon�aln�� prvky a plat���011 � : : : � �0q�1;q�1. K dokon�en�� d�ukazu je proto pot�reba dok�azat, �ze � � �011.Proto�ze X1 = (~x ~X) a Y1 = (~y ~Y ) jsou ortogon�aln��, je ~Y T ~Y = In�1 a X1XT1 =~x~xT + ~X ~XT = Im, tak�ze ~X ~XT = Im � ~x~xT . K dan�emu z 2 Rn�1 , kzk2 = 1, vezm�emey = ~Y z 2 Rn . Potom kyk22 = zT ~Y T ~Y z = zT z = kzk22 = 1, tak�ze kyk2 = 1 a plat��k ~XTA ~Y zk22 = k ~XTAyk22 = yTAT ~X ~XTAy = yTAT (I � ~x~xT )Ay= kAyk22 � (~xTAy)2 � kAyk22;19



z �eho�z plyne�011 = maxfk ~XTA ~Y zk2; kzk2 = 1; z 2 Rn�1g � maxfkAyk2; kyk2 = 1; y 2 Rng = �;���m�z je induk�n�� krok proveden. 2V�eta 35 Je-li A = X�Y T (12)libovoln�y SVD rozklad matie A 2 Rm�n , potom:1) rank(A) = r, kde r je po�et kladn�yh prvk�u na diagon�ale �,2) X�1; : : : ; X�r tvo�r�� ortonorm�aln�� b�azi sloupov�eho prostoru R(A),3) Y�r+1; : : : ; Y�n tvo�r�� ortonorm�aln�� b�azi prostoru N (A).D�ukaz Matie � m�a v prvn��h r �r�ad��h kladn�e diagon�aln�� prvky a posledn��h m� r�r�adk�u nulov�yh. Z (12) plyne, �ze pro ka�zd�e 1 � j � r jeX�j = 1�jjAY�j 2 R(A)a A�j = rXk=1(�Y T )kjX�k;tak�zeX�1; : : : ; X�r generuj��R(A) a proto�ze jsou line�arn�e nez�avisl�e, tvo�r�� jeho ortonorm�aln��b�azi. Z toho ihned dost�av�ame, �ze rank(A) = dimR(A) = r. Proto�ze AT = Y �TXT ,tvo�r�� podle pr�av�e dok�azan�eho tvrzen�� vektory Y�1; : : : ; Y�r ortonorm�aln�� b�azi R(AT ),tak�ze vektory Y�r+1; : : : ; Y�n tvo�r�� ortonorm�aln�� b�azi jeho ortogon�aln��ho dopl�nkuR(AT )? =N (A) (v�eta 1). 2V�eta 36 (pol�arn�� rozklad) Ke ka�zd�e matii A 2 Rn�n existuj�� pozitivn�e semide�nitn��matie P , S a ortogon�aln�� matie Q tak, �ze plat��A = PQ = QS: (13)P�ritom matie P , S jsou ur�eny jednozna�n�e. Je-li A regul�arn��, potom P , S jsou poz-itivn�e de�nitn�� a i Q je ur�ena jednozna�n�e.D�ukaz Neht' A = X�Y T je SVD rozklad matie A. Polo�zme P = X�XT , S = Y �Y T ,Q = XY T . Potom vzhledem k ortogonalit�e X, Y jePQ = X�XTXY T = X�Y T = A;QS = XY TY �Y T = X�Y T = A;o�z dokazuje (13). D�ale Q = XY T je ortogon�aln�� a pro ka�zd�e x 2 Rn je xTPx =Pni=1�ii(XTx)2i � 0, tak�ze P je pozitivn�e semide�nitn��, a stejn�ym zp�usobem se tot�e�zdok�a�ze pro S. P�ritom plat��P 2 = X�XTX�XT = X�2XT = X�Y TY �XT = AAT ;20



S2 = Y �Y TY �Y T = Y �2Y T = Y �XTX�Y T = ATA:Pro d�ukaz jednozna�nosti P , S se zde mus��me odvolat na v�etu 70, kterou dok�a�zemepozd�eji, podle kter�e ke ka�zd�e pozitivn�e semide�nitn�� matii C existuje pr�av�e jedna poz-itivn�e semide�nitn�� matie B s vlastnost�� B2 = C. Aplikujeme-li tuto v�etu na rovnostiP 2 = AAT , S2 = ATA, dost�av�ame jednozna�nost P a S. Je-li A regul�arn��, potom z (13)plyne, �ze i P , S jsou regul�arn��, tedy pozitivn�e de�nitn��, a v tom p�r��pad�e je i Q = P�1Aur�ena jednozna�n�e. 29 Moore-Penroseova inverzeV�eta 37 (Moore-Penrose) Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n existuje pr�av�e jedna matieA+ 2 Rn�m s t�emito vlastnostmi:1) AA+A = A,2) A+AA+ = A+,3) (AA+)T = AA+,4) (A+A)T = A+A.D�ukaz Je-li A = 0 2 Rm�n , potom A+ = 0 2 Rn�m spl�nuje 1)-4). Neht' tedy A 6= 0,tak�ze r = rank(A) � 1. Neht' A = BC je hodnostn�� rozklad matie A (v�eta 3), potomB 2 Rm�r , C 2 Rr�n a rank(B) = rank(C) = r, tedy B m�a line�arn�e nez�avisl�e sloupe aC m�a line�arn�e nez�avisl�e �r�adky, tak�ze matie BTB a CCT jsou regul�arn�� a jejih inverzeexistuj��. Polo�zme nyn�� A+ = CT (CCT )�1(BTB)�1BT :Uk�a�zeme, �ze A+ spl�nuje 1)-4).1) AA+A = BCCT (CCT )�1(BTB)�1BTBC = BC = A;2) A+AA+ = CT (CCT )�1(BTB)�1BTBCCT (CCT )�1(BTB)�1BT= CT (CCT )�1(BTB)�1BT = A+;3) AA+ = BCCT (CCT )�1(BTB)�1BT = B(BTB)�1BT = (B(BTB)�1BT )T =(AA+)T ;4) A+A = CT (CCT )�1(BTB)�1BTBC = CT (CCT )�1C = (CT (CCT )�1C)T =(A+A)T :Pro d�ukaz jednozna�nosti p�redpokl�adejme, �ze jist�a matie A# spl�nuje 1)-4). Polo�zmeD = A+ �A#. Z AA+A = A plyne A+AAT = AT , podobn�e A#AAT = AT , ode�ten��mDAAT = 0, tud���zDA(DA)T = DAATDT = 0 a odtud podle v�ety 2, tvrzen�� 6), jeDA =0. D�ale z A+AA+ = A+ plyne AA+(A+)T = (A+)T a podobn�e AA#(A#)T = (A#)T ,tedy DDT = D((A+)T � (A#)T ) = D(AA+(A+)T � AA#(A#)T ) = DA(A+(A+)T �A#(A#)T ) = 0 a odtud op�et podle v�ety 2 je D = 0, tj. A+ = A#. 2Sou�asn�e jsme dok�azali tuto v�etu:V�eta 38 Neht' A = BC je libovoln�y hodnostn�� rozklad matie A. Potom plat��A+ = CT (CCT )�1(BTB)�1BT = CT (BTACT )�1BT :21



De�nie Matie A+ spl�nuj���� vlastnosti 1)-4) z v�ety 37 se naz�yv�a pseudoinverzn�� mat-ie (resp. Moore-Penroseova inverze).V�eta 39 Je-li A = X � S 00 0 �Y Tlibovoln�y SVD rozklad matie A 6= 0, potomA+ = Y � S�1 00 0 �XT :D�ukaz Dok�a�zeme, �ze A+ spl�nuje 1)-4). P�ritom pou�zijeme �ast�eji faktu, �ze XTX = I,Y TY = I a � S 00 0 �� S�1 00 0 � = � S�1 00 0 �� S 00 0 � = � I 00 0 � :Plat��AA+A = X � S 00 0 �Y TY � S�1 00 0 �XTX � S 00 0 �Y T = X � S 00 0 �Y T = A;A+AA+ = Y � S�1 00 0 �XTX � S 00 0 �Y TY � S�1 00 0 �XT = Y � S�1 00 0 �XT = A+;�ili A+ spl�nuje 1) a 2), d�aleAA+ = X � S 00 0 �Y TY � S�1 00 0 �XT = X � I 00 0 �XT ;tedy AA+ je symetrik�a a proto (AA+)T = AA+;a nakone A+A = Y � S�1 00 0 �XTX � S 00 0 �Y T = Y � I 00 0 �Y T ;tedy A+A je rovn�e�z symetrik�a a proto(A+A)T = A+A;tak�ze A+ spl�nuje 1)-4). 2V�eta 40 Moore-Penroseova inverze A+ matie A 2 Rm�n m�a tyto vlastnosti:1) A+ = A�1 je-li A �tverov�a regul�arn��,2) A+ = (ATA)�1AT je-li rank(A) = n,3) A+ = AT (AAT )�1 je-li rank(A) = m,22



4) (A+)+ = A,5) (AT )+ = (A+)T ,6) AT = ATAA+ = A+AAT ,7) A+ = (ATA)+AT = AT (AAT )+,8) (ATA)+ = A+(AT )+, (AAT )+ = (AT )+A+,9) (ATA)+ATA = A+A, (AAT )+AAT = AA+,10) R(A+) = R(AT ) = R(A+A),11) N (A+) = N (AT ) = N (AA+),12) rank(A+) = rank(A) = rank(A+A) = rank(AA+).D�ukaz Vlastnosti 1) a 2) dok�a�zeme spole�n�e. Je-li rank(A) = n, potom ATA jeregul�arn�� a pro matii A+ = (ATA)�1AT plat�� A+A = (ATA)�1ATA = I; odtuddost�av�ame AA+A = AI = A, A+AA+ = IA+ = A+, (A+A)T = I = A+A a(AA+)T = (A(ATA)�1AT )T = A(ATA)�1AT = AA+, ���m�z jsme ov�e�rili, �ze A+ m�a vlast-nosti 1)-4) z de�nie pseudoinverzn�� matie a proto plat�� 2). Je-li A �tverov�a regul�arn��,je rank(A) = n a pr�av�e dok�azan�y v�ysledek d�av�a A+ = (ATA)�1AT = A�1(AT )�1AT =A�1, o�z je 1).3) Je-li rank(A) = m, potom AAT je regul�arn�� a pro matii A+ = AT (AAT )�1 plat��AA+ = I, odtud AA+A = IA = A, A+AA+ = A+I = A+, (AA+)T = I = AA+ a(A+A)T = (AT (AAT )�1A)T = AT (AAT )�1A = A+A, ���m�z jsme op�et ov�e�rili vlastnosti1)-4) z de�nie.P�red d�ukazem dal�s��h tvrzen�� 4)-12) si pov�simn�eme, �ze v�sehna jsou spln�ena proA = 0 a A+ = 0. M�u�zeme proto v dal�s��m p�redpokl�adat, �ze A 6= 0. V tom p�r��pad�e m�aA podle v�ety 34 SVD rozklad tvaruA = X � S 00 0 �Y T ; (14)kde S 2 Rr�r , r � 1, je diagon�aln�� matie s kladn�ymi diagon�aln��mi prvky a podlev�ety 39 plat�� A+ = Y � S�1 00 0 �XT : (15)Tohoto expliitn��ho tvaru pseudoinverzn�� matie pou�zijeme k d�ukazu dal�s��h tvrzen��.4) Podle (14), (15) a v�ety 39 je(A+)+ = X � S 00 0 �Y T = A:5) Podle (14) je AT = Y � S 00 0 �XT (16)a op�et podle v�ety 39 je (AT )+ = X � S�1 00 0 �Y T = (A+)T :23



6) Plat�� ATAA+ = AT (AA+)T = (AA+A)T = AT , A+AAT = (A+A)TAT =(AA+A)T = AT .7) Podle (14), (16) je ATA = Y � S2 00 0 �Y T (17)a tedy(ATA)+AT = Y � S�2 00 0 �Y TY � S 00 0 �XT = Y � S�1 00 0 �XT = A+:Aplika�� tohoto v�ysledku na transponovanou matii dost�av�ame s pou�zit��m tvrzen�� 5)A+ = ((AT )+)T = ((AAT )+A)T = AT ((AAT )+)T = AT ((AAT )T )+ = AT (AAT )+:8) S pou�zit��m (15), (16), (17) dost�av�ameA+(AT )+ = Y � S�1 00 0 �XTX � S�1 00 0 �Y T = Y � S�2 00 0 �Y T = (ATA)+;z �eho�z dosazen��m A := AT plyne druh�a ��ast tvrzen�� (AT )+A+ = (AAT )+.9) Podle (17), (15) je(ATA)+ATA = Y � S�2 00 0 �Y TY � S2 00 0 �Y T = Y � I 00 0 �Y T ;A+A = Y � S�1 00 0 �XTX � S 00 0 �Y T = Y � I 00 0 �Y T ; (18)z �eho�z plyne rovnost (ATA)+ATA = A+A. Druh�a rovnost se dostane op�et dosazen��mA := AT .10) Je-li y 2 R(A+), potom pro jist�e x je y = A+x = AT ((AAT )+x) 2 R(AT );je-li y0 2 R(AT ), potom y0 = ATx0 = A+AATx0 2 R(A+A); je-li y00 2 R(A+A),potom y00 = A+Ax00 2 R(A+) (pou�zili jsme tvrzen�� 7) a 6)). Dok�azali jsme tedy, �zeR(A+) � R(AT ) � R(A+A) � R(A+), tak�ze v�sude plat�� rovnost.11) Je-li x 2 N (A+), potom A+x = 0 a podle 6) je ATx = 0, o�z d�av�a N (A+) �N (AT ), podobn�e 7) d�av�a N (AT ) � N (AA+), d�ale op�et podle 6) je N (AA+) � N (AT )a podle 7) N (AT ) � N (A+). T��m jsme dok�azali N (A+) � N (AT ) � N (AA+) �N (AT ) � N (A+), tak�ze v�sude plat�� rovnost.12) Jeliko�z hodnost matie se p�ri n�asoben�� ortogon�aln�� (tj. regul�arn��) mati�� nem�en��,plyne z (14), (15), �ze rank(A) = r = rank(A+) a podobn�e z (18) plyne r = rank(A+A)a aplika�� t�eto rovnosti na A := AT dost�av�ame nakone r = rank((AT )+AT ) =rank((AA+)T ) = rank(AA+). 2Pozn�amka Na rozd��l od inverzn�� matie oben�e neplat�� AA+ = A+A, (AB)+ = B+A+.V�eta 41 (Greville) Neht' A 2 Rm�n , a 2 Rm . Potom je(A a)+ = � A+ � dbTbT � ;24



kde d = A+a; = a� Ad;bT = ( TT  je� li  6= 0;dTA+1+dT d je� li  = 0:D�ukaz Nejprve dok�a�zeme n�ekter�e pomon�e vztahy. P�redev�s��m jeTA = (a� AA+a)TA = aT (I � AA+)A = aT (A� AA+A) = 0T (19)podle vlastnosti 1) pseudoinverzn�� matie, a d�aleT (� a) = T (�Ad) = �(TA)d = 0 (20)podle (19). Nyn�� dok�a�zeme, �zebTA = � 0T je� li  6= 0;dT1+dT d je� li  = 0; (21)a bTa = � 1 je� li  6= 0;dT d1+dT d je� li  = 0: (22)Skute�n�e, je-li  6= 0, potom bTA = TAT  = 0Tpodle (19), a pro  = 0 jebTA = dTA+A1+dT d = aT (A+)TA+A1+dT d = aT (A+AA+)T1+dT d = aT (A+)T1+dT d = dT1+dT d ;���m�z je (21) dok�az�ano. D�ale pro  6= 0 jebTa = T aT  = T T  = 1podle (20), a pro  = 0 je bTa = dTA+a1+dT d = dT d1+dT d ;o�z dokazuje (22). Nyn�� dok�a�zeme, �ze matie (A a) a � A+ � dbTbT � maj�� vlastnosti1)-4) z v�ety 37. D�ukaz rozd�el��me do dvou ��ast��.(a) Neht'  6= 0, tj. a 6= Ad = AA+a. Potom� A+ � dbTbT � (A a) = � A+A� dbTA A+a� dbTabTA bTa � = � A+A 00T 1 �podle (21), (22), tak�ze matie je symetrik�a, o�z dokazuje vlastnost 4) z v�ety 37. Odtuddost�av�ame� A+ � dbTbT � (A a)� A+ � dbTbT � = � A+A 00T 1 �� A+ � dbTbT �= � A+ � A+AA+abTbT � = � A+ � dbTbT � ;25



o�z dokazuje vlastnost 2). D�ale(A a)� A+ � dbTbT � (A a) = (A a)� A+A 00T 1 � = (AA+A a) = (A a);o�z je vlastnost 1), a nakone(A a)� A+ � dbTbT � = AA+ + bT = AA+ + TT  ;tedy matie je symetrik�a, o�z dokazuje vlastnost 3).(b) Neht'  = 0, tj. a = Ad = AA+a. Potom(A a)� A+ � dbTbT � = AA+ � AdbT + abT = AA+;tak�ze matie je symetrik�a, o�z dokazuje vlastnost 3). Odtud(A a)� A+ � dbTbT � (A a) = AA+(A a) = (A Ad) = (A a);o�z je vlastnost 1), d�ale� A+ � dbTbT � (A a)� A+ � dbTbT � = � A+ � dbTbT �AA+ = � A+ � dbTAA+bTAA+ �
=  A+ � ddTA+AA+1+dT ddTA+AA+1+dT d ! =  A+ � ddTA+1+dT ddTA+1+dT d ! = � A+ � dbTbT � ;o�z je vlastnost 2), a nakone� A+ � dbTbT � (A a) = � A+A� dbTA A+a� dbTabTA bTa �=  A+A� ddT1+dT d d1+dT ddT1+dT d dT d1+dT d !podle (21), (22), tedy matie je symetrik�a, o�z dokazuje vlastnost 4).V obou p�r��padeh (a), (b) jsme uk�azali, �ze matie (A a) a � A+ � dbTbT � spl�nuj��vlastnosti 1)-4), ���m�z je tvrzen�� v�ety dok�az�ano. 2V�eta 42 Je-li a 2 Rm , potoma+ = � aTaT a je� li a 6= 0;0T je� li a = 0:26



D�ukaz Tvrzen�� v�ety plyne p�r��m�ym ov�e�ren��m vlastnost�� 1)-4) z v�ety 37. 2Grevill�uv algoritmus pro v�ypo�et A+ v MATLABu:funtion [X℄=greville(A)% omputes the pseudoinverse X of A by Greville's algorithm[m,n℄=size(A); tol=1.0e-10;d=A(:,1);if all(abs(d)<tol*ones(m,1)), X=zeros(1,m); else X=d'/(d'*d); endfor j=2:nd=X*A(:,j); =A(:,j)-A(:,1:(j-1))*d;if all(abs()<tol*ones(m,1)), bt=d'*X/(1+d'*d); else bt='/('*); endX=[X-d*bt; bt℄;end10 Ortogon�aln�� projekeV�eta 43 Neht' je d�ana matie A 2 Rm�n . Potom pro libovoln�e x 2 Rm , y 2 Rn plat��:1) xR(A) = AA+x,2) xN (AT ) = (I � AA+)x,3) yR(AT ) = A+Ay,4) yN (A) = (I � A+A)y.D�ukaz Z ortogon�aln��ho rozkladu Rm = R(A) � N (AT ) (v�eta 1, tvrzen�� 3)) plyne,�ze ka�zd�y vektor x 2 Rm lze ps�at pr�av�e jedn��m zp�usobem ve tvaru x = x0 + x00, kdex0 2 R(A) a x00 2 N (AT ); potom je x0 = xR(A), x00 = xN (AT ). Polo�zme x0 = AA+xa x00 = (I � AA+)x, potom x0 = A(A+x) 2 R(A), ATx00 = (AT � ATAA+)x = 0(v�eta 40, tvrzen�� 6)), tedy x00 2 N (AT ), a sou�asn�e x0 + x00 = x, tak�ze x0 a x00tvo�r�� ortogon�aln�� rozklad x a proto x0 = xR(A), x00 = xN (AT ), o�z dokazuje tvrzen��1) a 2). Tvrzen�� 3), 4) se dok�a�z�� aplika�� 1), 2) na matii AT s vyu�zit��m faktu, �zeAT (AT )+ = AT (A+)T = (A+A)T = A+A (podle tvrzen�� 5) v�ety 40 a de�nie A+). 2V�eta 44 Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n plat��1) R(A) = N (I � AA+),2) N (A) = R(I � A+A).D�ukaz 1) Je-li x 2 R(A), potom x = Ay pro jist�e y 2 Rn a plat�� AA+x = AA+Ay =Ay = x, tedy (I �AA+)x = 0, tak�ze x 2 N (I �AA+). Naopak, je-li x 2 N (I �AA+),potom (I � AA+)x = 0 a tedy x = AA+x = A(A+x) 2 R(A).2) Je-li x 2 N (A), potom x se ortogon�aln�� projek�� naN (A) zobrazuje na sebe, protopodle v�ety 43, tvrzen�� 4), je x = xN (A) = (I � A+A)x 2 R(I � A+A). Naopak, je-lix 2 R(I�A+A), potom x = (I�A+A)y pro jist�e y 2 Rn a plat��Ax = (A�AA+A)y = 0(de�nie A+), tedy x 2 N (A). 227



V�eta 45 Je-li A = X�Y T libovoln�y SVD rozklad matie 0 6= A 2 Rm�n , potomAA+ = X̂X̂T ;I � A+A = Ŷ Ŷ T ;kde X̂ je matie sest�avaj���� z prvn��h r sloup�u matie X, Ŷ matie sest�avaj���� zposledn��h n� r sloup�u matie Y a r = rank(A) je po�et kladn�yh prvk�u na diagon�ale�.D�ukaz Proto�ze A 6= 0, m�a � tvar � = � S 00 0 � ;kde S 2 Rr�r je regul�arn�� a podle v�ety 39 plat��A+ = Y � S�1 00 0 �XT :Potom AA+ = X � S 00 0 �Y TY � S�1 00 0 �XT = X � I 00 0 �XT = X̂X̂Ta podobn�eI � A+A = I � Y � S�1 00 0 �XTX � S 00 0 �Y T = Y � 0 00 I �Y T = Ŷ Ŷ T : 211 Soustavy line�arn��h rovniV�eta 46 Neht' A 2 Rm�n , b 2 Rm . Potom soustavaAx = b (23)m�a �re�sen�� pr�av�e kdy�z plat�� AA+b = b: (24)Je-li tato podm��nka spln�ena, potom mno�zina �re�sen�� X(A; b) soustavy (23) je pops�anavztahy X(A; b) = A+b +N (A) = fA+b+ (I � A+A)y; y 2 Rng; (25)p�ri�em�z kA+bk2 = minfkxk2; x 2 X(A; b)g (26)a A+b je jedin�e �re�sen��, ve kter�em se tohoto minima nab�yv�a.28



D�ukaz M�a-li soustava (23) �re�sen�� x0, potom s vyu�zit��m de�ni�n��ho vztahu AA+A = Adost�av�ame AA+b = AA+Ax0 = Ax0 = b, o�z je (24). Naopak, plat��-li (24), potomx = A+b je �re�sen��m soustavy (23).Neht' tedy plat�� (24). Potom A+b 2 X(A; b) a pro ka�zd�e x 2 X(A; b) je A(x�A+b) =b � b = 0, tedy x � A+b 2 N (A) a x 2 A+b +N (A). Naopak, je-li x 2 A+b +N (A),potom x = A+b + y pro jist�e y 2 N (A) a tedy Ax = AA+b = b, tak�ze x 2 X(A; b).T��m jsme dok�azali rovnost X(A; b) = A+b+N (A):Z popisu mno�ziny N (A) v tvrzen�� 2) v�ety 44 nyn�� plyneX(A; b) = A+b+R(I � A+A) = fA+b+ (I � A+A)y; y 2 Rng;o�z je (25). Pro d�ukaz (26) zvolme libovoln�e x 2 X(A; b); to lze podle (25) ps�at vetvaru x = A+b+y, kde y 2 N (A). P�ritom podle tvrzen�� 10) v�ety 40 a tvrzen�� 2) v�ety 1je A+b 2 R(A+) = R(AT ) = N (A)?, z �eho�z plyne, �ze (A+b)T y = 0 a tedykxk22 = (A+b + y)T (A+b+ y) = kA+bk22 + kyk22 = kA+bk22 + kx� A+bk22 � kA+bk22;o�z dokazuje (26), a rovnost se nab�yv�a pr�av�e kdy�z kx� A+bk2 = 0, tj. x = A+b. 2V�eta 47 Soustava (23) m�a jedin�e �re�sen�� pr�av�e kdy�z plat��AA+b = b; A+A = I: (27)V tom p�r��pad�e je jedin�ym �re�sen��m soustavy (23) vektor A+b.D�ukaz M�a-li soustava (23) jedin�e �re�sen��, potom podle v�ety 46 plat�� (24) a z popisu(25) plyne, �ze mus�� b�yt I�A+A = 0. Naopak, plat��-li (27), potom A+b je �re�sen��m (23)a z (25) plyne, �ze je jedin�e. 212 Metoda nejmen�s��h �tver�uV�eta 48 Neht' A 2 Rm�n a b 2 Rm . Pro soustavuAx = b (28)a j�� odpov��daj���� soustavu norm�aln��h rovniATAx = AT b (29)plat��:1) soustava (29) m�a v�zdy �re�sen��,2) m�a-li soustava (28) �re�sen��, potom ob�e soustavy maj�� stejnou mno�zinu �re�sen��.29



D�ukaz 1) S pou�zit��m vlastnost�� 7), 6) z v�ety 40 dost�av�ame (ATA)(ATA)+AT b =(ATA)((ATA)+AT )b = ATAA+b = AT b, o�z je rovnost (24) z v�ety 46 pro soustavu(29). To znamen�a, �ze soustava (29) m�a �re�sen��.2) M�a-li soustava (28) �re�sen��, potom podle v�ety 46 je mno�zina jej��h �re�sen�� X(A; b)popsan�a vztahem X(A; b) = fA+b + (I � A+A)y; y 2 Rng (30)a podle t�e�ze v�ety s ohledem na ji�z dok�azanou existeni �re�sen�� soustavy (29) plat��X(ATA;AT b) = f(ATA)+AT b+ (I � (ATA)+ATA)y; y 2 Rng: (31)Av�sak podle vlastnost�� 7), 9) z v�ety 40 je(ATA)+AT b = A+b;(ATA)+ATA = A+Aa dosazen��m do (31) dost�av�ame z (30)X(ATA;AT b) = fA+b+ (I � A+A)y; y 2 Rng = X(A; b);tj. soustavy (28) a (29) maj�� stejnou mno�zinu �re�sen��. 2V�eta 49 N�asleduj���� tvrzen�� jsou ekvivalentn��:1) x je �re�sen��m soustavy (29),2) Ax = bR(A), kde bR(A) je ortogon�aln�� projeke b na sloupov�y prostor R(A),3) kAx� bk2 = minfkAy � bk2; y 2 Rng:D�ukaz Dok�a�zeme 1))2))3))2))1).1))2): Je-li ATAx = AT b, potom ATy = 0 pro y = b � Ax, tak�ze b = Ax + y,kde Ax 2 R(A) a y 2 N (AT ). Podle v�ety 1, tvrzen�� 3) to znamen�a, �ze b = Ax + y jeortogon�aln�� rozklad vektoru b, a tedy Ax = bR(A).2))3): Proto�ze bR(A) jako�zto ortogon�aln�� projeke vektoru b na prostor R(A) m�a zev�seh bod�u R(A) nejmen�s�� vzd�alenost od b, je kAx � bk2 = kbR(A) � bk2 = minfkz �bk2; z 2 R(A)g = minfkAy � bk2; y 2 Rng.3))2): Plat��-li 3), potom vektor Ax 2 R(A) m�a ze v�seh vektor�u v R(A) minim�aln��vzd�alenost od b, a takov�y bod je jak zn�amo jednozna�n�e ur�en a roven bR(A).2))1): Je-liAx = bR(A), potom podle v�ety 1, tvrzen�� 3) lze b ps�at ve tvaru b = Ax+y,kde y 2 N (AT ). Potom AT b = ATAx + ATy = ATAx, tak�ze x je �re�sen��m (29). 213 Farkasova v�etaV�eta 50 (Farkas) Neht' A 2 Rm�n , b 2 Rm . Potom soustavaAx = b (32)m�a nez�aporn�e �re�sen�� pr�av�e kdy�z pro ka�zd�y vektor y 2 Rm takov�y, �ze AT y � 0, plat��bT y � 0. 30



D�ukaz a) M�a-li soustava (32) �re�sen�� x � 0 a plat��-li ATy � 0 pro jist�y vektor y 2 Rm ,potom bT y = (Ax)T y = xT (ATy) � 0.b) Pro d�ukaz opa�n�e implikae p�redpokl�adejme, �ze soustava (32) nem�a nez�aporn�e�re�sen��. Dok�a�zeme, �ze potom existuje vektor y 2 Rm takov�y, �ze ATy � 0 a bTy < 0,o�z je pro na�se �u�ely vhodn�ej�s�� ps�at ve sloupov�em tvaru yTA�j � 0 (j = 1; : : : ; n),yT b < 0. Toto tvrzen�� dok�a�zeme induk�� podle n.b1) Je-li n = 1, potom A sest�av�a z jedin�eho sloupe a. Neht' W = f�a; � 2 Rg jepodprostor generovan�y vektorem a. Podle v�ety 1 existuje ortogon�aln�� rozklad vektoru bb = bW + bW?;kde bW 2 W a bW? 2 W?. Rozli�s��me dva p�r��pady. Je-li bW? = 0, potom b 2 W , tak�zeb = �a pro jist�e � 2 R. Jeliko�z podle p�redpokladu Ax = b nem�a nez�aporn�e �re�sen��,mus�� b�yt � < 0 a a 6= 0, tak�ze polo�z��me-li y = a, je yTa = kak22 � 0 a yT b = �kak22 < 0a tedy y je hledan�y vektor. Je-li bW? 6= 0, polo�zme y = �bW?, potom yTa = 0 ayT b = �kbW?k22 < 0, tak�ze y je op�et hledan�y vektor.b2) Neht' tedy tvrzen�� plat�� pro n � 1 � 1 a neht' (32) nem�a nez�aporn�e �re�sen��,p�ri�em�z A 2 Rm�n . Potom ho nem�a ani soustavan�1Xj=1 A�jxj = b(jinak byhom pro xn = 0 dostali nez�aporn�e �re�sen�� (32)), proto podle induk�n��hop�redpokladu existuje y 2 Rm takov�e, �zeyTA�j � 0 (j = 1; : : : ; n� 1); (33)yT b < 0: (34)Je-li yTA�n � 0, je y hledan�y vektor a jsme hotovi. P�redpokl�adejme tedy, �zeyTA�n < 0: (35)Polo�zme �j = yTA�j (j = 1; : : : ; n);� = yT b;potom �1 � 0; : : : ; �n�1 � 0, �n < 0, � < 0, a uva�zujme soustavun�1Xj=1(�nA�j � �jA�n)xj = �nb� �A�n: (36)Kdyby tato soustava m�ela nez�aporn�e �re�sen�� x1; : : : ; xn�1, potom byhom jej�� �upravoudostali n�1Xj=1 A�jxj + A�nxn = b; (37)31



kde xn = � �Pn�1j=1 �jxj�n > 0vzhledem k (33), (34), (35), tak�ze soustava (37), a tedy i (32), by m�ela nez�aporn�e �re�sen��x1; : : : ; xn ve sporu s p�redpokladem. Proto soustava (36) nem�a nez�aporn�e �re�sen�� a tedypodle induk�n��ho p�redpokladu existuje vektor ~y takov�y, �ze~yT (�nA�j � �jA�n) � 0 (j = 1; : : : ; n� 1); (38)~yT (�nb� �A�n) < 0: (39)Polo�z��me nyn�� y = �n~y � (~yTA�n)ya uk�a�zeme, �ze y je hledan�y vektor. Pro j = 1; : : : ; n� 1 m�ame podle (38)yTA�j = �n~yTA�j � (~yTA�n)yTA�j � �j~yTA�n � (~yTA�n)yTA�j= �j~yTA�n � (~yTA�n)�j = 0; (40)pro j = n dost�av�ameyTA�n = �n~yTA�n � (~yTA�n)yTA�n = �n~yTA�n � (~yTA�n)�n = 0; (41)a nakone podle (39)yT b = �n~yT b� (~yTA�n)yT b < �~yTA�n � (~yTA�n)yT b = �~yTA�n � (~yTA�n)� = 0; (42)tak�ze z (40), (41), (42) plyne ATy � 0 a bTy < 0, �ili y je hledan�y vektor a d�ukazinduk�� je t��m dokon�en. 214 Metoda sdru�zen�yh gradient�uAlgoritmus (�re�sen�� Ax = b s pozitivn�e de�nitn�� mati�� A).0. Zvol x0, polo�z g0 := Ax0 � b, d0 := �g0, i := 0.1. Je-li gi = 0, ukon�i: xi je �re�sen��m Ax = b.2. Jinak vypo�ti �i := � dTi gidTi Adi ;xi+1 := xi + �idi;gi+1 := Axi+1 � b;�i := gTi+1gi+1gTi gi ;di+1 := �gi+1 + �idi:3. Polo�z i := i+ 1 a jdi na 1. 32



V�eta 51 Neht' A je pozitivn�e de�nitn��. Potom pro ka�zd�e i � 0 takov�e, �ze gi 6= 0, jekrok 2 provediteln�y a plat�� gTi+1di = 0; (43)gTi+1(di+1 + gi+1) = 0; (44)gTi+1gj = 0 (0 � j < i+ 1); (45)dTi+1Adj = 0 (0 � j < i+ 1): (46)D�ukaz Vyu�zijeme �ast�eji faktu, �ze z kroku 2 algoritmu vypl�yv�a gi+1�gi = A(xi+1� xi) =�iAdi, tedy gi+1 = gi + �iAdi (47)pro ka�zd�e i � 0.D�ukaz se prov�ad�� induk�� podle i. Pro i = 0 m�ame dok�azatgT1 d0 = 0; (48)gT1 (d1 + g1) = 0; (49)gT1 g0 = 0; (50)dT1Ad0 = 0: (51)Je-li g0 6= 0, potom d0 = �g0 6= 0, tak�ze dT0Ad0 > 0, �ili ve vztaz��h pro �0; �0 jejmenovatel r�uzn�y od nuly a krok 2 je provediteln�y.1. Z �0 = � dT0 g0dT0 Ad0 plyne �0 > 0 a 0 = dT0 (g0 + �0Ad0) = dT0 g1 = gT1 d0 podle (47),o�z je (48).2. Vztah (49) plyne z toho, �ze gT1 (d1 + g1) = gT1 �0d0 = 0 podle de�nie d1 a (48).3. D�ale je gT1 g0 = gT1 (�d0) = 0 podle (48), o�z je (50).4. dT1Ad0 = (�g1+�0d0)T 1�0 (g1�g0) = 1�0 (�gT1 g1��0dT0 g0) = 1�0 (�gT1 g1+�0gT0 g0) = 0podle de�nie d1, (47), (48), (50) a de�nie �0, o�z je (51).Neht' tedy vzore (43){(46) plat�� pro i� 1 � 0, tj.gTi di�1 = 0; (52)gTi (di + gi) = 0; (53)gTi gj = 0 (0 � j < i); (54)dTi Adj = 0 (0 � j < i); (55)a neht' gi 6= 0. Potom pro di = 0 by z di = �gi + �i�1di�1 (de�nie di) plynulogi = �i�1di�1 a gTi gi = �i�1gTi di�1 = 0 podle (52), tedy gi = 0, spor. Proto di 6= 0,tak�ze krok 2 je provediteln�y.1. Z �i = � dTi gidTi Adi plyne op�et �i > 0 (nebot'�dTi gi = gTi gi > 0 podle (53) a dTi Adi > 0z pozitivn�� de�nitnosti) a p�ren�asoben��m 0 = dTi gi + �idTi Adi = dTi (gi + �iAdi) =dTi gi+1 = gTi+1di podle (47), o�z je (43).2. D�ale gTi+1(di+1 + gi+1) = gTi+1�idi = 0 podle de�nie di+1 a (43), o�z d�av�a (44).3. Dok�a�zeme (45) rozborem t�r�� p�r��pad�u:33



a) Je-li j = 0, potom z (47) plyne gTi+1g0 = (gi+�iAdi)Tg0 = gTi g0+�idTi Ag0 =gTi g0 � �idTi Ad0 = 0 podle (54), (55).b) Je-li 0 < j < i, je gTi+1gj = (gi + �iAdi)Tgj = �idTi Agj = �idTi A(�dj +�j�1dj�1) = ��idTi Adj + �i�j�1dTi Adj�1 = 0 podle (47), (54), de�nie dj a(55).) Nakone pro j = i je gTi+1gi = (gi + �iAdi)Tgi = gTi gi + �idTi A(�di +�i�1di�1) = �dTi gi � �idTi Adi + �i�i�1dTi Adi�1 = �i�i�1dTi Adi�1 = 0 podle(47), de�nie di, (53), de�nie �i a (55), ���m�z jsme induk�� dok�azali (45).4. Dok�a�zeme (46) rozborem dvou mo�zn�yh p�r��pad�u:a) Pro 0 � j < i je dTi+1Adj = (�gi+1+�idi)TAdj = �gTi+1Adj = �gTi+1 1�j (gj+1�gj) = 0 podle de�nie di+1, (55), (47) a (45).b) Pro j = i je dTi+1Adi = (�gi+1+�idi)T 1�i (gi+1�gi) = 1�i (�gTi+1gi+1+gTi+1gi+�idTi gi+1 � �idTi gi) = 1�i (�gTi+1gi+1 + �igTi gi) = 0 podle de�nie di+1, (47),(45), (43), (53) a de�nie �i, o�z d�av�a (46). 2V�eta 52 Neht' A je pozitivn�e de�nitn��. Potom existuje m � n tak, �ze gm = 0, tj. xmje �re�sen��m Ax = b.D�ukaz Jestli�ze gm = 0 pro jist�e 0 � m � n� 1, je tvrzen�� dok�az�ano. P�redpokl�adejmetedy, �ze g0 6= 0; : : : ; gn�1 6= 0. Dok�a�zeme, �ze potom gn = 0. Vektory g0; : : : ; gn�1 jsounenulov�e ortogon�aln�� a tedy jsou line�arn�e nez�avisl�e, tak�ze tvo�r�� b�azi a gn lze ps�at vetvaru gn =Pn�1j=0 jgj a odtud podle (45) je gTn gn =Pn�1j=0 j(gTn gj) = 0, tedy gn = 0. 215 Vlastn�� ���sla a vektoryDe�nie Neht' A 2 C n�n . Plat��-li Ax = �xpro jist�e � 2 C a 0 6= x 2 C n , potom � se naz�yv�a vlastn��m ���slem matie A a vektor xvlastn��m vektorem p�r��slu�sn�ym k tomuto vlastn��mu ���slu.De�nie Matie A 2 C n�n je podobn�a matii B 2 C n�n jestli�ze plat�� A = SBS�1 projistou regul�arn�� matii S 2 C n�n .V�eta 53 Podobn�e matie maj�� stejn�a vlastn�� ���sla.D�ukaz Neht' A = SBS�1 a neht' � je vlastn�� ���slo matie A, tj. Ax = �x, x 6= 0.Potom z rovnosti SBS�1x = �x dost�av�ame B(S�1x) = �(S�1x), kde S�1x 6= 0 nebot'S je regul�arn�� a x 6= 0, tak�ze � je vlastn�� ���slo B. Dok�azali jsme, �ze ka�zd�e vlastn�� ���sloA je vlastn��m ���slem B. Pou�zijeme-li vztahu B = S�1AS = S�1A(S�1)�1, dost�av�ame34



aplika�� p�redhoz��ho v�ysledku, �ze ka�zd�e vlastn�� ���slo B je vlastn��m ���slem A, tak�ze ob�ematie maj�� stejn�a vlastn�� ���sla. 2De�nie Matie A 2 C n�n se naz�yv�a diagonalizovateln�a jestli�ze je podobn�a diagon�aln��matii.V�eta 54 Matie A 2 C n�n je diagonalizovateln�a pr�av�e kdy�z m�a n line�arn�e nez�avisl�yhvlastn��h vektor�u.D�ukaz Je-li A diagonalizovateln�a, potom A = S�S�1 pro jistou regul�arn�� matii S adiagon�aln�� matii �. Podle v�ety 53 sest�av�a diagon�ala matie � pr�av�e ze v�seh vlastn��h���sel matie A. Ze vztahu AS = S� dost�av�ame potomAS�j = �jjS�j;tak�ze S�j je vlastn�� vektor p�r��slu�sej���� vlastn��mu ���slu �jj (j = 1; : : : ; n). Proto�ze Sje regul�arn��, jsou jej�� sloupe line�arn�e nez�avisl�e, tak�ze A m�a n line�arn�e nez�avisl�yhvlastn��h vektor�u.Naopak, neht' Am�a n line�arn�e nez�avisl�yh vlastn��h vektor�u x1; : : : ; xn p�r��slu�sej����hvlastn��m ���sl�um �1; : : : ; �n. Polo�z��me-li � = diag(�1; : : : ; �n) a je-li S matie sest�avaj����ze sloup�u x1; : : : ; xn, potom S je regul�arn�� proto�ze jej�� sloupe jsou podle p�redpokladuline�arn�e nez�avisl�e, a pro j = 1; : : : ; n plat��(AS)�j = AS�j = Axj = �jxj = (S�)�j;tedy AS = S� a A = S�S�1, tak�ze A je diagonalizovateln�a. 2V�eta 55 Jsou-li v�sehna vlastn�� ���sla matie A 2 C n�n navz�ajem r�uzn�a, potom A jediagonalizovateln�a.D�ukaz Neht' A m�a n navz�ajem r�uzn�yh vlastn��h ���sel �1; : : : ; �n a neht' x1; : : : ; xnjsou k nim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory. Dok�a�zeme, �ze x1; : : : ; xn jsou line�arn�e nez�avisl�e.P�redpokl�adejme sporem, �ze jsou line�arn�e z�avisl�e. Potom mezi v�semi jejih netrivi�aln��miline�arn��mi kombinaemi, kter�e se rovnaj�� nule, existuje takov�a, kter�a m�a nejmen�s�� po�etnenulov�yh koe�ient�u. Neht' je to line�arn�� kombinae�i1xi1 + : : :+ �imxim = 0; (56)kde jsme vzali pouze �leny s nenulov�ymi koe�ienty, tak�ze �ij 6= 0 pro j = 1; : : : ; m am � 2, nebot' v�sehny vektory xj jsou nenulov�e. P�ren�asoben��m (56) mati��A dost�av�ameA(�i1xi1 + : : :+ �imxim) = �i1�i1xi1 + : : :+ �im�imxim = 0: (57)Vyn�asob��me-li nyn�� rovnii (56) ���slem �im a ode�teme ji od rovnie (57), dost�av�ame�i1(�i1 � �im)xi1 + : : :+ �im�1(�im�1 � �im)xim�1 = 0;35



kde v�sehny koe�ienty jsou podle p�redpokladu r�uznosti vlastn��h ���sel nenulov�e, ���m�zjsme dostali netrivi�aln�� line�arn�� kombinai s m�1 nenulov�ymi koe�ienty, o�z je v roz-poru s de�ni��m jako�zto nejmen�s��ho po�tu nenulov�yh koe�ient�u v netrivi�aln�� line�arn��kombinai. T��m jsme dok�azali sporem, �ze vlastn�� vektory x1; : : : ; xn jsou line�arn�e nez�avisl�ea tedy podle v�ety 54 je matie A diagonalizovateln�a. 2V�eta 56 Neht' A 2 C m�n a B 2 C n�m , m � n. Potom vlastn��mi ���sly matie BA jsoupr�av�e v�sehna vlastn�� ���sla matie AB (po���tan�a v obou p�r��padeh s jejih n�asobnostmi),plus dodate�n�yh n � m vlastn��h ���sel matie BA rovn�yh nule. Je-li m = n, potomAB a BA maj�� stejn�a vlastn�� ���sla; je-li nav�� jedna z mati A;B regul�arn��, potom ABa BA jsou podobn�e.D�ukaz Plat�� � AB 0B 0 �� I A0 I � = � AB ABAB BA � ;� I A0 I �� 0 0B BA � = � AB ABAB BA � ;kde v�sehny matie jsou z C (m+n)�(m+n) . Proto�ze matie� I A0 I �je regul�arn��, dost�av�ame� I A0 I ��1� AB 0B 0 �� I A0 I � = � 0 0B BA � ;tak�ze matie � AB 0B 0 � a � 0 0B BA �jsou podobn�e a proto maj�� stejn�a vlastn�� ���sla. Vlastn�� ���sla prvn�� z nih jsou vlastn�����sla AB plus n nul, vlastn�� ���sla druh�e z nih jsou vlastn�� ���sla BA plus m nul. Z tohoplyne prvn�� tvrzen�� v�ety. Druh�e z n�ej plyne p�r��mo, a v p�r��pad�e �ze nap�r. A je regul�arn��plat�� AB = A(BA)A�1, tak�ze AB a BA jsou podobn�e. 2V�eta 57 Neht' pro matie A;B 2 C n�n plat�� AB = BA. Potom ke ka�zd�emu vlastn��mu���slu A existuje vlastn�� vektor, kter�y je rovn�e�z vlastn��m vektorem B (p�r��slu�sej����moben�e k jin�emu vlastn��mu ���slu).D�ukaz Neht' Ax = �x, � 2 C , 0 6= x 2 C n . Uva�zujme posloupnost vektor�u x;Bx;B2x; : : :. Jeliko�z prostor C n je n-rozm�ern�y, mus�� existovat k � n takov�e, �ze Bkx je line�arn��kombina�� vektor�u x;Bx;B2x; : : : ; Bk�1x, tj.Bkx = k�1Xj=0 �jBjx:36



Potom plat�� BX = XC; (58)kde X je matie o sloup��h x;Bx; : : : ; Bk�1x aC = 0BBBBB� 0 0 0 : : : 0 �01 0 0 : : : 0 �10 1 0 : : : 0 �2... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : 1 �k�1
1CCCCCA ;

tj. X 2 Rn�k a C 2 C k�k . Neht' � 2 C je libovoln�e vlastn�� ���slo matie C a y 2 C njemu odpov��daj���� vlastn�� vektor. Z (58) potom plyneBXy = XCy = X�y = �Xy;tak�ze z = Xy je vlastn�� vektor B (sloupe X jsou podle konstruke k line�arn�e nez�avisl�ea y 6= 0, tak�ze Xy 6= 0) a plat�� pro n�ejz = k�1Xj=0 yj+1Bjx:Nyn��, z AB = BA plyne ABj = BjA pro ka�zd�e j � 1. Pro j = 1 je to p�redpoklad v�ety,a d�ale induk��: z ABj�1 = Bj�1A plyne ABj = ABj�1B = Bj�1AB = Bj�1BA = BjA.TedyAz = k�1Xj=0 yj+1ABjx = k�1Xj=0 yj+1BjAx = k�1Xj=0 yj+1Bj�x = � k�1Xj=0 yj+1Bjx = �z;tak�ze z je vlastn��m vektorem jak A, tak B. 216 Shurova triangulariza�n�� v�etaDe�nie Matie U 2 C n�n se naz�yv�a unit�arn�� jestli�ze U�U = I.V�eta 58 (Shurova triangulariza�n�� v�eta) Ke ka�zd�e matii A 2 C n�n existujeunit�arn�� matie U 2 C n�n a horn�� troj�uheln��kov�a matie T 2 C n�n tak, �zeA = UTU�;p�ri�em�z diagon�alu matie T tvo�r�� pr�av�e v�sehna vlastn�� ���sla matie A v libovoln�emp�redem dan�em po�rad��. Je-li A 2 Rn�n a jsou-li v�sehna vlastn�� ���sla matie A re�aln�a,potom U lze zvolit re�alnou ortogon�aln�� a T re�alnou.37



D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle n. Pro n = 1 sta��� polo�zit U = (1), T = (A11).Neht' tedy tvrzen�� plat�� a�z do n � 1 � 1 a neht' A 2 C n�n . Neht' �1; : : : ; �n jsouvlastn�� ���sla matie A ve zvolen�em po�rad�� a neht' x je vlastn�� vektor p�r��slu�sn�y k �1,kxk2 = 1. Dopl�nme x na unit�arn�� matii U1 = (x X), kde X 2 C n�(n�1) . PotomU�1AU1 = � x�X� �A(x X) = � x�Ax x�AXX�Ax X�AX �= � �1 x�AX�1X�x X�AX � = � �1 x�AX0 X�AX � :Proto�ze U1 je unit�arn��, je v�ysledn�a matie podobn�a A, tak�ze m�a stejn�a vlastn�� ���sla,proto matie X�AX mus�� m��t zbyl�a vlastn�� ���sla �2; : : : ; �n. K t�eto matii podle in-duk�n��ho p�redpokladu existuje unit�arn�� matie ~U takov�a, �ze ~U�X�AX ~U = ~T , kde ~Tje horn�� troj�uheln��kov�a matie s diagon�aln��mi prvky �2; : : : ; �n. Potom� 1 0T0 ~U �� U�1AU1� 1 0T0 ~U � = � 1 0T0 ~U� �� �1 x�AX0 X�AX �� 1 0T0 ~U �= � �1 x�AX ~U0 ~U�X�AX ~U � = � �1 x�AX ~U0 ~T � ;tak�ze polo�z��me-li U = U1 � 1 0T0 ~U � ;je U , jako�zto sou�in unit�arn��h mati, unit�arn�� a plat��A = UTU�;kde T = � �1 x�AX ~U0 ~T �je horn�� troj�uheln��kov�a matie s diagon�aln��mi prvky �1; : : : ; �n. Je-li A re�aln�a a m�a-lire�aln�a vlastn�� ���sla, potom matie U1 i ~U lze zvolit re�aln�e ortogon�aln�� a tedy i v�ysledn�amatie U je re�aln�a ortogon�aln�� a T = UTAU je re�aln�a. 2V�eta 59 (Shurova triangulariza�n�� v�eta, re�aln�a forma) Ke ka�zd�e matii A 2Rn�n existuje ortogon�aln�� matie Q 2 Rn�n takov�a, �zeA = QTQT ;kde T 2 Rn�n je blokov�e diagon�aln�� horn�� troj�uheln��kov�a matie, na jej���z diagon�alestoj�� bud' bloky 1 � 1 sest�avaj���� z re�aln�yh vlastn��h ���sel A, nebo bloky 2 � 2 jejih�zvlastn�� ���sla jsou dvojie komplexn�e sdru�zen�yh vlastn��h ���sel A. P�ritom Q je mo�znovolit tak, �ze diagon�aln�� bloky mohou b�yt se�razeny v libovoln�em p�redem dan�em po�rad��.38



D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle n. Pro n = 1 m�a matie pr�av�e jedno re�aln�evlastn�� ���slo A11 a sta��� volit Q = (1), T = (A11). Neht' tedy tvrzen�� plat�� a�z don � 1 � 1 a neht' A 2 Rn�n . Jestli�ze prvn�� blok ve zvolen�em po�rad�� je matie 1 � 1sest�avaj���� z re�aln�eho vlastn��ho ���sla �1, postupujeme jako v d�ukazu v�ety 58. Jestli�zeprvn�� blok odpov��d�a dvojii komplexn�e sdru�zen�yh vlastn��h ���sel �1� �2i, �1; �2 2 R,�2 6= 0, zvolme vlastn�� vektor x = x1+x2i 6= 0 odpov��daj���� vlastn��mu ���slu � = �1+�2i(x1; x2 2 Rn), potom z Ax = �x plyneAx1 = �1x1 � �2x2; (59)Ax2 = �2x1 + �1x2: (60)P�ritom plat�� x1 = 12(x+ x); (61)x2 = 12i(x� x): (62)Vektory x, x jsou line�arn�e nez�avisl�e: kdyby byly line�arn�e z�avisl�e, existovalo by � 6= 0tak, �ze x = �x, z �eho�z by plynulo ��x = �Ax = A(�x) = Ax = �x = ��x a odtud� = � ve sporu s �2 6= 0. Podle (61), (62) jsou tedy i x1, x2 line�arn�e nez�avisl�e. Polo�zmeX = (x1 x2) 2 Rn�2 , potom podle v�ety 29 existuje matie Q̂ 2 Rn�2 s ortonorm�aln��misloupi a regul�arn�� matie R 2 R2�2 tak, �ze X = Q̂R. Z (59), (60) plyneAX = X � �1 �2��2 �1 � ;tedy AQ̂R = Q̂R� �1 �2��2 �1 �a odtud Q̂TAQ̂ = R� �1 �2��2 �1 �R�1: (63)Dopln��me-li nyn�� matii Q̂ 2 Rn�2 na ortogon�aln�� matii ~Q = (Q̂ Q1), potomQT1AQ̂ = QT1 Q̂R� �1 �2��2 �1 �R�1 = 0(nebot' QT1 Q̂ = 0) a tedy~QTA ~Q = � Q̂TQT1 �A(Q̂ Q1) = � Q̂TAQ̂ Q̂TAQ1QT1AQ̂ QT1AQ1 � = � Q̂TAQ̂ Q̂TAQ10 QT1AQ1 � ;p�ri�em�z lev�y horn�� blok Q̂TAQ̂ je vzhledem k (63) podobn�y matii� �1 �2��2 �1 � ;jej���z vlastn�� ���sla jsou �1 � �2i. Na pravou doln�� matii QT1AQ1 nyn�� aplikujeme in-duk�n�� p�redpoklad tak jako v d�ukazu v�ety 58, ���m�z je tvrzen�� dok�az�ano. 239



V�eta 60 Neht' pro A;B 2 C n�n plat�� AB = BA. Potom existuje unit�arn�� matie Ua horn�� troj�uheln��kov�e matie T1, T2 tak, �ze plat��A = UT1U�; (64)B = UT2U�: (65)Jsou-li A;B re�aln�e a jsou-li v�sehna jejih vlastn�� ���sla re�aln�a, potom U lze zvolitre�alnou ortogon�aln�� a T1; T2 re�aln�e.D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle n. Pro n = 1 je tvrzen�� z�rejm�e, nebot' sta���polo�zit U = I1, T1 = A, T2 = B. Neht' tedy tvrzen�� plat�� a�z do n � 1 � 1 v�etn�ea neht' A;B 2 C n�n , AB = BA. Podle v�ety 57 maj�� A a B spole�n�y vlastn�� vektorx 2 C n , tj. plat�� Ax = �x, Bx = �x, kxk2 = 1. Pou�zijeme nyn�� tento spole�n�y vlastn��vektor tak, jak jsme to u�inili v d�ukazu Shurovy triangulariza�n�� v�ety 58: dopl�nme xna unit�arn�� matii U1 = (x X), potom, jak je uk�az�ano v d�ukazu v�ety 58, plat��U�1AU1 = � � x�AX0 X�AX � ;U�1BU1 = � � x�BX0 X�BX � ;p�ri�em�z (X�AX)(X�BX) = X�ABX = X�BAX = (X�BX)(X�AX), tak�ze matieX�AX, X�BX komutuj�� a podle induk�n��ho p�redpokladu existuje unit�arn�� matie ~Utakov�a, �ze ~U�X�AX ~U = ~T1;~U�X�BX ~U = ~T2;kde ~T1, ~T2 jsou horn�� troj�uheln��kov�e matie. Potom dost�av�ame� 1 0T0 ~U �� U�1AU1� 1 0T0 ~U � = � � x�AX ~U0 ~T1 � ;� 1 0T0 ~U �� U�1BU1� 1 0T0 ~U � = � � x�BX ~U0 ~T2 � ;tak�ze (64), (65) plat�� proU = U1� 1 0T0 ~U � ; T1 = � � x�AX ~U0 ~T1 � ; T2 = � � x�BX ~U0 ~T2 � :Zb�yvaj���� tvrzen�� pro re�aln�e matie s re�aln�ymi vlastn��mi ���sly je z�rejm�e, proto�ze eloukonstruki lze potom prov�est v re�aln�yh ���sleh. 2V�eta 61 Ke ka�zd�e matii A 2 C n�n a ke ka�zd�emu " > 0 existuje diagonalizovateln�amatie A0 2 C n�n takov�a, �ze kA� A0kF < ":40



D�ukaz Podle Shurovy triangulariza�n�� v�ety 58 lze A rozlo�zit ve tvaru A = UTU�;kde U je unit�arn�� a T je horn�� troj�uheln��kov�a. Polo�zmeÆ = min(";K)2n2 ;kde K = 1 jsou-li v�sehny diagon�aln�� prvky matie T stejn�e, aK = minij fjTii � Tjjj; Tii 6= Tjjgjinak. Neht' � je diagon�aln�� matie s diagon�aln��mi prvky �ii = i (i = 1; : : : ; n).Uk�a�zeme, �ze matie A0 = U(T + Æ�)U� (66)m�a po�zadovanou vlastnost. P�redev�s��m v�sehny diagon�aln�� prvky horn�� troj�uheln��kov�ematie T + Æ� jsou navz�ajem r�uzn�e. Kdyby toti�z platilo Tkk + Æk = T`` + Æ` pro jist�ak 6= `, potom0 6= jTkk � T``j = jk � `jÆ < nÆ < K = minij fjTii � Tjjj; Tii 6= Tjjg;o�z je spor. Proto A0, kter�a je podle (66) podobn�a matii T + Æ�, m�a v�sehna vlastn�����sla vz�ajemn�e r�uzn�a a je tedy podle v�ety 55 diagonalizovateln�a. NakonekA� A0kF = kUÆ�U�kF = Æk�kF = Æp12 + : : :+ n2 � Æn2 < ";���m�z je d�ukaz dokon�en. 217 Unit�arn�� diagonalizovatelnostDe�nie Matie A 2 C n�n se naz�yv�a unit�arn�e diagonalizovateln�a jestli�ze existujeunit�arn�� matie U 2 C n�n takov�a, �ze U�AU je diagon�aln�� matie.De�nie Matie A 2 C n�n se naz�yv�a norm�aln�� jestli�ze A�A = AA�.V�eta 62 Norm�aln�� horn�� troj�uheln��kov�a matie je diagon�aln��.D�ukaz D�ukaz provedeme induk�� podle �r�adu n matie. Je-li n = 1, je tvrzen�� z�rejm�e.Neht' tedy tvrzen�� plat�� pro n�1 � 1 a neht' T 2 C n�n je norm�aln�� horn�� troj�uheln��kov�amatie. Potom T lze ps�at ve tvaru T = � � t0 ~T � ; (67)kde � 2 C , t 2 C 1�(n�1) a ~T 2 C (n�1)�(n�1) je horn�� troj�uheln��kov�a. Z (67) dost�av�ameT �T = � � � 0Tt� ~T � �� � t0 ~T � = � j� j2 � �t�t� t�t+ ~T � ~T � ;41



TT � = � � t0 ~T �� � � 0Tt� ~T � � = � j� j2 + ktk22 t ~T �~T t� ~T ~T � � ;a vzhledem k tomu, �ze ob�e matie se rovnaj��, plat�� j� j2 = j� j2 + ktk22, z �eho�z plynet = 0T , a rovn�e�z ~T � ~T = ~T ~T �, tedy horn�� troj�uheln��kov�a matie ~T 2 C (n�1)�(n�1) jenorm�aln�� a podle induk���ho p�redpokladu je proto diagon�aln��. Z toho plyne, �ze i matieT ve tvaru (67) je diagon�aln��, ���m�z je tvrzen�� induk�� dok�az�ano. 2V�eta 63 Matie A 2 C n�n je unit�arn�e diagonalizovateln�a pr�av�e kdy�z je norm�aln��.D�ukaz a) Je-li A unit�arn�e diagonalizovateln�a, potom A = U�U� pro jistou unit�arn��matii U a diagon�aln�� matii �. Proto�ze diagon�aln�� matie � je evidentn�e norm�aln��,plat�� A�A = U��U�U�U� = U���U� = U���U� = (U�U�)(U��U�) = AA�;tak�ze A je norm�aln��.b) Naopak, neht' A je norm�aln��. Podle Shurovy triangulariza�n�� v�ety 58 m�a Arozklad A = UTU�; (68)kde U je unit�arn�� a T je horn�� troj�uheln��kov�a matie, tak�ze T = U�AU a z normalityA plyne T �T = U�A�AU = U�AA�U = TT �;proto T je norm�aln�� a tedy podle v�ety 62 je diagon�aln��. V rozkladu (68) je tedy Uunit�arn�� a T diagon�aln��, tak�ze A je unit�arn�e diagonalizovateln�a. 218 Hermitovsk�e matieDe�nie Matie A 2 C n�n se naz�yv�a hermitovsk�a jestli�ze A� = A.V�eta 64 Hermitovsk�a matie m�a v�sehna vlastn�� ���sla re�aln�a.D�ukaz Neht' � 2 C je libovoln�e vlastn�� ���slo hermitovsk�e matie A 2 C n�n a neht'x 2 C n je k n�emu p�r��slu�sn�y vlastn�� vektor. Potom z rovnie Ax = �x p�ren�asoben��mvektorem x� dost�av�ame x�Ax = �x�x;kde (x�Ax)� = x�A�x = x�Ax, tak�ze ���slo x�Ax je re�aln�e stejn�e tak jako x�x = kxk22 >0, z �eho�z plyne �ze � je re�aln�e. 2Zna�en�� Vlastn�� ���sla hermitovsk�e matie zna���me �1(A); : : : ; �n(A) a ���slujeme je vpo�rad�� �1(A) � : : : � �n(A): 42



V�eta 65 (spektr�aln�� v�eta pro hermitovsk�e matie) Ke ka�zd�e hermitovsk�e matiiA 2 C n�n existuje unit�arn�� matie U 2 C n�n takov�a, �ze plat��A = U�U�; (69)kde � = diag(�1(A); : : : ; �n(A)):P�ritom j-t�y sloupe matie U je vlastn�� vektor p�r��slu�sej���� k vlastn��mu ���slu �j(A) (j =1; : : : ; n). Je-li A 2 Rn�n, potom U lze volit re�alnou ortogon�aln��.D�ukaz Hermitovsk�a matie A spl�nuje A�A = A2 = AA�, je tedy norm�aln�� a podlev�ety 63 m�a rozklad tvaru (69), kde U je unit�arn�� a � diagon�aln��. Z d�ukazu t�e�ze v�etyplyne, �ze (69) je Shur�uv rozklad matie A, ve kter�em podle Shurovy triangulariza�n��v�ety 58 lze dos�ahnout se�razen�� vlastn��h ���sel matie A na diagon�ale � v libovoln�emp�redepsan�em po�rad��, tedy i v po�rad�� �1(A); : : : ; �n(A), a v p�r��pad�e �ze A je re�aln�a lzeU volit re�alnou ortogon�aln��. Z (69) plyne AU = U�, tedy AU�j = �j(A)U�j, tak�ze U�jje vlastn�� vektor p�r��slu�sej���� k �j(A) (j = 1; : : : ; n). 2V�eta 66 Pro ka�zdou matii A 2 Rm�n je matie A�A hermitovsk�a a v�sehna jej��vlastn�� ���sla jsou nez�aporn�a.D�ukaz A�A je hermitovsk�a nebot' (A�A)� = A�A. Je-li � libovoln�e jej�� vlastn�� ���slo ax k n�emu p�r��slu�sn�y vlastn�� vektor, potom z A�Ax = �x plyne x�A�Ax = �x�x, kdex�A�Ax = (Ax)�(Ax) = kAxk22 � 0 a x�x = kxk22 > 0, tak�ze � � 0. 219 SVD rozklad IIV�eta 67 (SVD rozklad pro komplexn�� matie) Neht' A 2 C m�n a q = minfm;ng.Potom existuje matie � = (�ij) 2 Rm�n spl�nuj���� �ij = 0 pro i 6= j a �11 � �22 �: : : � �qq � 0 a unit�arn�� matie U 2 C m�m , V 2 C n�n takov�e, �ze plat��A = U�V �:Je-li A 2 Rm�n , potom U , V lze volit re�aln�e ortogon�aln��.D�ukaz Matie A�A je podle v�ety 66 hermitovsk�a s nez�aporn�ymi vlastn��mi ���sly a m�apodle v�ety 65 spektr�aln�� rozklad A�A = V �V � (70)kde V je unit�arn�� a � je diagon�aln�� s diagon�aln��mi prvky �1(A�A) � : : : � �r(A�A) >0 = �r+1(A�A) = : : : = �n(A�A), kde jsme r ozna�ili index posledn��ho kladn�ehovlastn��ho ���sla. Je-li r = 0, potom podle (70) je A�A = 0 a tedy A = 0 a sta��� polo�zit� = 0, U = I, V = I. Neht' tedy r � 1. Polo�zmeS = diag(p�1(A�A); : : : ;p�r(A�A));43



potom S 2 Rr�r je regul�arn�� a � = � S2 00 0 � :P���seme-li V ve tvaru V = (V1 V2), kde V1 2 C n�r a V2 2 C n�(n�r) , potom z (70) plyneV �A�AV = � V �1V �2 �A�A(V1 V2) = � V �1 A�AV1 V �1 A�AV2V �2 A�AV1 V �2 A�AV2 � = � = � S2 00 0 � :Porovn�an��m blok�u na m��steh (2; 2) dost�av�ame(AV2)�AV2 = V �2 A�AV2 = 0;z �eho�z plyne AV2 = 0; (71)a porovn�an��m blok�u (1; 1) dost�av�ameV �1 A�AV1 = S2a odsud (AV1S�1)�(AV1S�1) = S�1V �1 A�AV1S�1 = I: (72)Tedy matie U1 = AV1S�1 2 C m�rm�a ortonorm�aln�� sloupe. Dopln��me-li ji na ortogon�aln�� matii U = (U1 U2) 2 C m�m ,potom U�2AV1 = U�2U1S = 0 (73)a podle (71), (72), (73) plat��U�AV = � U�1AV1 U�1AV2U�2AV1 U�2AV2 � = � S 00 0 � = �;tedy A = U�V �;o�z je hledan�y rozklad. Je-li A re�aln�a, potom podle v�ety 65 lze matii V v rozkladu (70)volit re�alnou ortogon�aln��, potom i U1 je re�aln�a a lze ji doplnit na re�alnou ortogon�aln��matii U . 220 Vlastn�� ���sla symetrik�yh matiV�eta 68 (spektr�aln�� v�eta pro symetrik�e matie) Ke ka�zd�e symetrik�e matii A 2Rn�n existuje ortogon�aln�� matie Q 2 Rn�n takov�a, �ze plat��A = Q�QT ;44



kde � = diag(�1(A); : : : ; �n(A)):P�ritom j-t�y sloupe matie Q je vlastn�� vektor p�r��slu�sej���� k vlastn��mu ���slu �j(A)(j = 1; : : : ; n).D�ukaz Symetrik�a matie je hermitovsk�a, tak�ze pro ni plat�� v�eta 65 v jej�� re�aln�eform�e. 2V�eta 69 (Courant-Fisher) Pro ka�zdou symetrikou matii A 2 Rn�n plat���k(A) = maxdimW=k min06=x2W xTAxxTx = maxdimW=k minx2Wkxk2=1xTAx (74)(k = 1; : : : ; n), kde maximum se bere p�res v�sehny podprostory Rn dimenze k.D�ukaz Podle v�ety 68 m�a A spektr�aln�� rozkladA = Q�QT ; (75)kde Q je ortogon�aln�� a � = diag(�1(A); : : : ; �n(A)) . Z (75) plyneAQ�j = �j(A)Q�j (76)pro ka�zd�e j. Uva�zujme nyn�� libovoln�e k 2 f1; : : : ; ng, a neht' Ŵ je podprostor gen-erovan�y sloupi Q�1; : : : ; Q�k. Potom dim Ŵ = k a ka�zd�y vektor 0 6= x 2 Ŵ lze ps�at vetvaru x =Pkj=1 �jQ�j, tak�ze s vyu�zit��m ortogonality Q a vztahu (76) dost�av�amexTAx = ( kXj=1 �jQ�j)A( kXj=1 �jQ�j) = ( kXj=1 �jQ�j)( kXj=1 �j�j(A)Q�j) (77)= kXj=1 �2j�j(A) � ( minj=1;:::;k�j(A)) kXj=1 �2j = �k(A)(xTx);o�z d�av�a xTAxxTx � �k(A)pro ka�zd�e 0 6= x 2 Ŵ a tedy min06=x2Ŵ xTAxxTx � �k(A);z �eho�z plyne maxdimW=k min06=x2W xTAxxTx � �k(A): (78)Pro d�ukaz opa�n�e nerovnosti zvolme libovoln�y podprostor W prostoru Rn dimenze k.Proto�ze podprostor ~W generovan�y sloupi Q�k; : : : ; Q�n m�a dimenzi n�k+1, je sou�et45



dimenz�� obou podprostor�u roven n+ 1 > n, z �eho�z plyne dim(W \ ~W ) � 1 a existujetedy vektor 0 6= x 2 W \ ~W pro kter�y, p���seme-li ho ve tvaru x =Pnj=k �jQ�j, podobn�ejako v (77) dost�av�amexTAx = ( nXj=k �jQ�j)A( nXj=k �jQ�j) = ( nXj=k �jQ�j)( nXj=k �j�j(A)Q�j)= nXj=k �2j�j(A) � ( maxj=k;:::;n�j(A)) nXj=k �2j = �k(A)(xTx);tedy xTAxxTx � �k(A)a proto min06=x2W xTAxxTx � �k(A):Jeliko�z W byl libovoln�y podprostor dimenze k, dost�av�ame odsudmaxdimW=k min06=x2W xTAxxTx � �k(A); (79)o�z je opa�n�a nerovnost, tak�ze z (78) a (79) plyne (74). Druhou rovnost v (74) dostanemez toho, �ze pro ka�zd�e x 6= 0 lze ps�atxTAxxTx = � xkxk2�T A� xkxk2� : 2V�eta 70 Ke ka�zd�e pozitivn�e semide�nitn�� matii A 2 Rn�n a ke ka�zd�emu p�rirozen�emu���slu k � 2 existuje pr�av�e jedna pozitiv�e semide�nitn�� matie B takov�a, �zeBk = A: (80)D�ukaz Podle v�ety 68 m�a matie A spektr�aln�� rozkladA = Q�QT ;kde Q je ortogon�aln�� a � = diag(�1(A); : : : ; �n(A)), kde �1(A); : : : ; �n(A) jsou vlastn�����sla matie A, kter�a jsou vzhledem k jej�� pozitivn�� semide�nitnosti nez�aporn�a. Polo�zme�1=k = diag( kp�1; : : : ; kp�n) a B = Q�1=kQT :PotomB je pozitivn�e semide�nitn�� a plat��Bk = Q�1=kQT �: : :�Q�1=kQT = Q(�1=k)kQT =Q�QT = A, tak�ze B je �re�sen��m matiov�e rovnie (80).46



Pro d�ukaz jednozna�nosti p�redpokl�adejme, �ze pozitivn�e semide�nitn�� matie C spl�nujeCk = A. Sestrojme Lagrange�uv interpola�n�� polynom s uzly �i a hodnotami kp�i, prokter�y tedy plat�� p(�i) = kp�i pro i = 1; : : : ; n, potomp(A) = p(Q�QT ) = Qp(�)QT = Qdiag( kp�1; : : : ; kp�n)QT = B;tedy B = p(A) = p(Ck) a odtud BC = p(Ck)C = Cp(Ck) = CB. Tedy matie B;Ckomutuj�� a ob�e maj�� nez�aporn�a (tj. re�aln�a) vlastn�� ���sla, proto podle re�aln�e ��asti v�ety60 existuje ortogon�aln�� matie ~Q takov�a, �ze matieT1 = ~QTB ~Q;T2 = ~QTC ~Qjsou horn�� troj�uheln��kov�e. P�ritom ze symetrie B plyne T T1 = ~QTBT ~Q = ~QTB ~Q = T1 apodobn�e T T2 = T2, tak�ze ob�e matie T1, T2 jsou diagon�aln�� a plat��T k1 = ~QTBk ~Q = ~QTA ~Q = ~QTCk ~Q = T k2 ; (81)p�ri�em�z diagon�aln�� prvky mati T1, T2 jsou tvo�reny nez�aporn�ymi vlastn��mi ���sly pozi-tivn�e semide�nitn��h mati B a C, tak�ze (81) implikuje T1 = T2 a odtudB = ~QT1 ~QT = ~QT2 ~QT = C:T��m jsme dok�azali, �ze pozitivn�e semide�nitn�� matie B s vlastnost�� (80) je ur�ena jed-nozna�n�e. 2
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