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Fraktálńı množiny

Tak co jsou vlastně fraktály? (pokud ne jen barevné obrázky)
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→ množiny s neceloč́ıselnou dimenźı
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Fraktálńı množiny

množina je charakterizována svoj́ı

ḿırou
fraktálńı dimenźı - Hausdorffova dimenze
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Fraktálńı množiny

δ-pokryt́ı množiny F ⊂ Rn

množina v R2
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Hausdorffova ḿıra a dimenze

Hausdorffova s-rozměrná ḿıra množiny F ⊂ Rn

Hs(F ) = lim
δ→0

inf

{

+∞
∑

i=1

(diam(Ai ))
s : (Ai ) je δ-pokryt́ı množinyF

}

Hausdorffova dimenze

dimH(F ) = sup {s : Hs(F ) = +∞}
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Fraktálńı množiny

dimH(C ) = log(4)/ log(3) dimH(S) = log(3)/ log(2)
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Zlomkový Brown̊uv pohyb

zlomkový Brownův pohyb BH(t) - spojitý gaussovský proces

definovaný na intervalu 〈0;+∞)

je závislý na parametru H ∈ (0; 1)

dimH(BH(t)) = 2− H

autokovariančńı funkce

cov(BH(t),BH(s)) =
σ2

2

(

|t|2H + |s|2H + |t − s|2H
)
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Zlomkový Brown̊uv pohyb

Zlomkový Brownův pohyb - spojitý proces

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. b̌rezna 2016 22 / 62



Zlomkový Gauss̊uv šum

zlomkový Gauss̊uv šum GH(t) - spojitý gaussovský proces

definovaný na intervalu 〈0;+∞)

je závislý na parametru H ∈ (0; 1)

dimH(GH(t)) = 2

autokovariančńı funkce

cov(GH(t),GH(t + k)) =
σ2

2

(

|k + 1|2H − 2 · |k |2H + |k − 1|2H
)
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Speciálńı p̌ŕıpady pro H=0,5

zlomkový Brownův pohyb pro H = 0, 5 → Wiener̊uv proces
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zlomkový Gauss̊uv šum pro H = 0, 5 → b́ılý šum
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Speciálńı p̌ŕıpady pro H=0,5

Wiener̊uv proces

jeho diference - b́ılý šum (short memory)

Norbert Wiener
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Vlastnosti zlomkového Brownova pohybu

parametr H fraktál závislost p̌ŕır̊ustk̊u

H = 1 ne ano

H = 0,5 ano ne

H = 0 ano ano

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. b̌rezna 2016 26 / 62



Hurst̊uv exponent

D = 2− H

D . . . Hausdorffova dimenze
H . . . Hurst̊uv exponent
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Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. b̌rezna 2016 28 / 62



Metoda R/S

R . . . rozsah (range)

S . . . směrodatná odchylka (std)

m . . . velikost segmentu

1 výpočet sťredńı hodnoty R/S v každém segmentu

(R/S)m =
1

r

r
∑

j=1

Rj

Sj
,

2 použit́ı regresńıho modelu

E [(R/S)] ∝ mH .
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Metoda pr̊uchod̊u nulou (zero-crossing)

1 výpočet pravděpodobnosti pr̊uchodu nulou

p∗ =
počet pr̊useč́ık̊u

počet dat

2 výpočet bodového odhadu H

H = 1 + log2 cos
πp∗

2
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Vylepšená metoda pr̊uchod̊u nulou (zero-crossing revisited)

bodový odhad Hurstova exponentu H za předpokladu známé
pravděpodobnosti p∗

H = 1 + log2 cos
πp∗

2

počet pr̊uchodů nulou Z ve vzorku délky N se ř́ıd́ı binomickým
rozděleńım

f (Z |p∗) =

(

N

Z

)

(p∗)Z · (1− p∗)N−Z

po použit́ı Bayesovské inverze má pravděpodobnost pr̊uchodů nulou
Beta-rozděleńı

fPOST(p
∗|Z ) =

(p∗)Z−α(1− p∗)N−Z−α

B(Z + 1− α,N − Z + 1− α)
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Vylepšená metoda pr̊uchod̊u nulou (zero-crossing revisited)

po rozděleńı časové řady na L část́ı (v každé části je Zk pr̊uchodů
nulou) můžeme vypoč́ıtat agregovanou hustotu pravděpodobnosti

fL(p) =
1

L

L
∑

k=1

pZk−α(1− p)N−α−Zk

B(Zk + 1− α,N − Zk + 1− α)

ideálńı rozděleńı (optimálńı segmentace) je na L∗ d́ıl̊u

L∗ =

{

1, když fL(p) je jednovrcholová pro všechna L

min {L > 1 : fL(p) je jednovrcholová } , jinak

→ děĺıme signál na jemněǰśı segmenty do té doby, dokud neńı
agregovaná hustota pravděpodobnosti fL(p) jednovrcholová
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Vizualizace optimálńı segmentace
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Vylepšená metoda pr̊uchod̊u nulou (zero-crossing revisited)

výpočet Hurstova exponentu

E(H) = 1 +

∫ 1

0
fL∗(p) log2 cos

pπ

2
dp

tradičńı metoda nová metoda

bodový odhad H sťredńı hodnota a konfidenčńı
intervaly

pravděpodobnost pr̊uchodu nulou je
nahrazena relativńı četnost́ı

pravděpodobnost pr̊uchodů
nulou má Beta-rozděleńı

poj́ımá signál jako celek využ́ıvá bayesovského př́ıstupu
a segmentace signálu

absence konfidenčńıho intervalu realistický konfidenčńı interval
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Aplikace fraktálńı teorie

Použit́ı Hurstova exponentu:

1 test generátoru náhodných č́ısel - nejjednodušš́ı použit́ı

2 ekonomie - závislost vývoje časových řad (indexy akciových trhů)

3 biomedićına - detekce Alzheimerovy choroby ze signálu EEG

4 IT - vyt́ıžeńı poč́ıtačových śıt́ı z hlediska množstv́ı dat

5 hydrologie - analýza pr̊utok̊u vodńıch tok̊u

6 hudba - klasifikace hudebńıch žánr̊u
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Ekonomie - mě̌reńı závislosti a predikováńı časových řad
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Ekonomie - mě̌reńı závislosti a predikováńı časových řad

použit́ı nové metodiky pro odhad Hurstova exponentu

data z obdob́ı 1991 - 2015
zkoumané indexy akciových trhů:

Evropa - CAC40, DAX, FTSE, SMI
Asie - HSI, NIKKEI
Severńı Amerika - SP500, NASDAQ, TSX

zkoumány jejich logaritmické diference (za předpokladu fGn)
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Ekonomie - mě̌reńı závislosti a predikováńı časových řad

ḿıra závislosti časové řady je dána Hurstovým exponentem

časová řada je predikovatelná, když je Hurst̊uv exponent větš́ı než 0,5

použit́ı nástroje pro zlomkové modelováńı časových řad (ARFIMA)
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Ekonomie - mě̌reńı závislosti a predikováńı časových řad

ekonomické časové řady jsou obt́ıžně predikovatelné

většinou je Hurst̊uv exponent bĺızký 0,5

u v́ıce závislých časových řad je zapoťreb́ı malý počet děleńı
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Ekonomie - mě̌reńı závislosti a predikováńı časových řad

index L∗ EH 95% CI

CAC40 5 0.4652 (0.3746;0.5545)

DAX 1 0.4790 (0.4556;0.5023)

FTSE 3 0.4863 (0.4361;0.5482)

HSI 1 0.4974 (0.4746;0.5201)

NASDAQ 14 0.5418 (0.4008;0.7136)

NIKKEI 3 0.4532 (0.4034;0.5068)

SMI 1 0.5087 (0.4863;0.5310)

SP500 6 0.4460 (0.3225;0.5628)

TSX 12 0.5607 (0.3957;0.6992)

Optimálńı segmentace a konfidenčńı intervaly
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ARFIMA modely

B . . . operátor posunut́ı

B i(Xt) = Xt−i

ARMA(p,q) model

(

1−

p
∑

i=1

φiB
i

)

Xt =

(

1 +

q
∑

i=1

θiB
i

)

et

ARIMA(p,d,q) model, kde p ∈ N

(

1−

p
∑

i=1

φiB
i

)

(1− B)dXt =

(

1 +

q
∑

i=1

θiB
i

)

et
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ARFIMA modely

ARFIMA(p,d,q) model, kde d ∈ (0, 1)

(

1−

p
∑

i=1

φiB
i

)

(1− B)dXt =

(

1 +

q
∑

i=1

θiB
i

)

et

má stejný zápis jako ARIMA s rozd́ılem, že

(1− B)d =

∞
∑

k=0

(

d

k

)

(−B)k = 1− d · B +
d(d − 1)

2!
B2 − · · ·

parametr d vypočteme z Hurstova exponentu H jako

d = H − 1/2
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Biomedićına - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG
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Biomedićına - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG

analýza 19 kanál̊u EEG

rozd́ılný Hurst̊uv exponent zdravých
subjekt̊u a pacient̊u trṕıćıch Alzheimerovou
demenćı

zdravý člověk (CN) - nižš́ı hodnoty H

nemocný člověk (AD) - vyš̌śı hodnoty H

nalezeny významné rozd́ıly mezi oběma
skupinami

nemoc se u každého projevuje r̊uzně

metodika zat́ım neumožňuje přesně určit,
jestli konkrétńı pacient nemoćı trṕı
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Biomedićına - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG
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Biomedićına - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG
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Biomedićına - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG

rozsah (range) Hurstova
exponentu u nemocných (AD)
a zdravých (CN) pacient̊u

na druhém kanálu
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Aplikace na hudebńı záznam
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Aplikace na hudebńı záznam

jaký hudebńı styl reprezentuje každý ze zvukových signál̊u?

jaký je jejich Hurst̊uv exponent?
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Aplikace na hudebńı záznam
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Aplikace na hudebńı záznam
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Závěr
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D́ıky za pozornost! ;)
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