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Fraktalni mnoZiny

@ Tak co jsou vlastng& fraktaly? (pokud ne jen barevné obrazky)
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Fraktalni mnoZiny

@ Tak co jsou vlastng& fraktaly? (pokud ne jen barevné obrazky)

— mnoZiny s necelodiselnou dimenz{

Usecka v R? &tverec v R2

dimenze = 1 dimenze = 2
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Fraktalni mnoZiny

@ Tak co jsou vlastng& fraktaly? (pokud ne jen barevné obrazky)

— mnoZiny s necelodiselnou dimenz{

&tverec v R2

usetka v R? 3
: Coje
v zde?

dimenze = 1 T dimenze = 2
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Fraktalni mnoZiny

@ mnoZina je charakterizovana svoji

@ mirou
o fraktaIni dimenzi - Hausdorffova dimenze
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Fraktalni mnoZiny

@ J-pokryti mnoziny F C R"

mnoZina v R?
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Fraktalni mnoZiny

® J-pokryti mnoziny F C R"
A1

mnoZina v R?
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Fraktalni mnoZiny
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Fraktalni mnoZiny

® J-pokryti mnoziny F C R"

A7

mnoZina v R?
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Fraktalni mnoZiny

® J-pokryti mnoziny F C R"

A7

mnoZina v R?
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Fraktalni mnoZiny

® J-pokryti mnoziny F C R"

A7

mnoZina v R?

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. bfezna 2016



Hausdorffova mira a dimenze

@ Hausdorffova s-rozmérna mira mnoziny F C R"

+o0
H(F) = gi_% inf {Z (diam(A;))® : (Aj) je 6-pokryti mnoiinyF}
i=1

@ Hausdorffova dimenze

dimy(F) = sup{s: H*(F) = +oo}

+00————

H(F)
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Fraktalni mnoZiny

CantorQv prach Sierpinského trojuhelnik

dimp(C) = log(4)/ log(3) dimy(5) = log(3)/ log(2)

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. bfezna 2016 20 / 62



Zlomkovy Browniiv pohyb

@ zlomkovy Browniiv pohyb Bpy(t) - spojity gaussovsky proces
@ definovany na intervalu (0; +00)

@ je zavisly na parametru H € (0; 1)

o dimy(By(t) =2—-H

@ autokovarianéni funkce

2

(o
cov(Bu(). Bu(s)) = 7 (1t + s/ + |¢ — s ")

B0

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t
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Zlomkovy Browniiv pohyb

Zlomkovy Browniv pohyb - spojity proces

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
dimenze = 1,25 dimenze = 1,50

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
dimenze = 1,75 dimenze = 1,90
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Zlomkovy Gausslv $um

@ zlomkovy Gaussliv sum Gpy(t) - spojity gaussovsky proces
@ definovany na intervalu (0; +00)

@ je zavisly na parametru H € (0;1)

o dimy(Gy(t)) =2

@ autokovarianéni funkce

o2

cov(Gu(t), Gu(t + k) = = (yk FAPH 2 kP 4k - 1\2H)

—0.1 I I I I I I I I I
[¢] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t
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Specialni p¥ipady pro H=0,5

@ zlomkovy Brown(v pohyb pro H = 0,5 — Wieneriv proces

W()

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t

@ zlomkovy Gaussiv sum pro H = 0,5 — bily Sum
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Specialni p¥ipady pro H=0,5

@ Wienerliv proces

@ jeho diference - bily $um (short memory)

Norbert Wiener
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Vlastnosti zlomkového Brownova pohybu

parametr H | fraktal | zavislost pFirastka
H=1 ne ano
H=05 ano ne
H=0 ano ano
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D=2—-H

D ... Hausdorffova dimenze
H ... Hurstiv exponent
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Hurstlv exponent

D=2-H

D ... Hausdorffova dimenze
H ... Hurstiv exponent

ic Waters

Veer Azl Flow Dischange in Biilion G
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Metoda R/S

|X1 |X2 |X3 |X4 |X5 |X6 |X7 |X8 |X9 |X10|X11|X12|X13|X14|X15|X16|X17|X18|X19|X29|

@ R... rozsah (range)
@ S... smérodatnd odchylka (std)

@ m... velikost segmentu

© vypocet stfedni hodnoty R/S v kazdém segmentu
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Metoda R/S

1 %2 X3P [%s [ 7 [ o |X10|X11|X12|X13|X14|X15r16|x17|x18|x19|x20|

T
m=3

@ R... rozsah (range)
@ S... smérodatnd odchylka (std)

@ m... velikost segmentu

© vypocet stfedni hodnoty R/S v kazdém segmentu

© poutiti regresniho modelu

E[(R/S)] x m".

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy 3. bfezna 2016 30 / 62



Metoda R/S

1 %2 %3 [ Ps " [7 [8 Fo [“o[™1[*1q*13[*14*15*16f17[*18[*19*20]

m=4

® R... rozsah (range)
@ S... smérodatnd odchylka (std)

@ m... velikost segmentu

© vypolet stfedni hodnoty R/S v kaZzdém segmentu
1 R
(R/S)m =22,
i—1
j=1

©Q poutiti regresniho modelu

E[(R/S)] o< m".
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Metoda R/S

2 %3 [ 55 Ps [7 [*8 [0 [1of*11[*12*1a*14] 191617 [*18]*19]*20]

Y
m=5

@ R... rozsah (range)
@ S... smérodatnd odchylka (std)

@ m... velikost segmentu

@ vypocet stfedni hodnoty R/S v kazdém segmentu
(RS =235
m — r J:1 .SJ"

© poutziti regresniho modelu

E[(R/S)] x m".
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Metoda priichodl nulou (zero-crossing)

© vypolet pravdépodobnosti priichodu nulou

. potet prisecikil
~ potet dat

@ vypolet bodového odhadu H

T *

2

H =1+ log; cos
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Metoda priichodl nulou (zero-crossing)
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© vypolet pravdépodobnosti priichodu nulou

. potet prisecikil
~ potet dat

@ vypolet bodového odhadu H

T *

2

H =1+ log; cos
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Metoda priichodl nulou (zero-crossing)

,{J \[ VU\/ \//\\/

25

© vypolet pravdépodobnosti priichodu nulou

polet priseliki
polet dat

*_

@ vypolet bodového odhadu H

*

H =1+ log; cos ﬂg

30
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Vylepgena metoda priichodl nulou (zero-crossing revisited)

@ bodovy odhad Hurstova exponentu H za predpokladu znamé
pravdépodobnosti p*

T *

2

H =1+ log, cos

@ pocet prichodl nulou Z ve vzorku délky N se ¥idi binomickym
rozdélenim

() = (3 ) @) (- )

@ po pouziti Bayesovské inverze ma pravdépodobnost priichodi nulou
Beta-rozdéleni

(p*)Z—a(l _p*)N—Z—a
f *1Z) =
vost(P12) = gz T a Nz 1= a)
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Vylepsena metoda priichodl nulou (zero-crossing revisited)

@ po rozdé&leni &asové Fady na L &&sti (v kaZdé &asti je Zy prichodi
nulou) miZeme vypotitat agregovanou hustotu pravdépodobnosti

f( Z Zk—a(]_ o p)N—a—Zk
P T LA BZct1-aN-Zc+1-a)

@ idedIni rozdéleni (optimalni segmentace) je na L* dild

s 1, kdyz f;(p) je jednovrcholovd pro viechna L
~ | min{L>1:1f(p) je jednovrcholova },jinak

@ — dé&lime signal na jemné&jsi segmenty do té doby, dokud neni
agregovand hustota pravdépodobnosti f;(p) jednovrcholova
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Vizualizace optimalni segmentace
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Vizualizace optimalni segmentace
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Vizualizace optimalni segmentace
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Vylepsena metoda priichodl nulou (zero-crossing revisited)

@ vypoclet Hurstova exponentu

1 p
E(H)=1+ ; fi.(p) log, cos —-dp

‘ tradiéni metoda ‘ nova metoda ‘
bodovy odhad H stfedni hodnota a konfiden¢ni
intervaly

pravdépodobnost prichodu nulou je pravdépodobnost prichodi

nahrazena relativni &etnosti nulou ma Beta-rozdélen{
pojima signal jako celek vyuZivd bayesovského pfistupu

a segmentace signalu

absence konfiden&niho intervalu realisticky konfiden&ni interval
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- Aplikace
fraktalni
teorie
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Aplikace fraktdlni teorie

PouZiti Hurstova exponentu:

© test generatoru ndhodnych &isel - nejjednodussi pouziti

© ekonomie - zdvislost vyvoje €asovych ¥ad (indexy akciovych trhii)
© biomedicina - detekce Alzheimerovy choroby ze signdlu EEG

Q IT - vytiZeni potitatovych siti z hlediska mnoZstvi dat

© hydrologie - analyza pritok( vodnich toki

@ hudba - klasifikace hudebnich Zanrd
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Ekonomie - méFeni zavislosti a predikovani ¢asovych fad
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Ekonomie - méFeni zavislosti a predikovani ¢asovych fad

@ pouZiti nové metodiky pro odhad Hurstova exponentu
@ data z obdobi 1991 - 2015
@ zkoumané indexy akciovych trhi:

o Evropa - CAC40, DAX, FTSE, SMI

o Asie - HSI, NIKKEI

o Severni Amerika - SP500, NASDAQ), TSX

@ zkoumdny jejich logaritmické diference (za predpokladu fGn)

2500

2000

1500 -

x(t)

1000 -

500 (-

0 L L L L
1990 1995 2000 2005 2010 2015
t

SP500
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Ekonomie - méFeni zavislosti a predikovani ¢asovych fad

@ mira zavislosti ¢asové Fady je dana Hurstovym exponentem
o lasova Fada je predikovatelnd, kdyZ je Hurstiv exponent vétsi nez 0,5

@ pouZiti ndstroje pro zlomkové modelovédni &asovych fad (ARFIMA)
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Ekonomie - méFeni zavislosti a predikovani ¢asovych fad

@ ekonomické Casové Fady jsou obtizné predikovatelné

@ vétsinou je Hurstlv exponent blizky 0,5

@ u vice zavislych asovych ¥ad je zapotfebi maly pocet déleni
1
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0.8
0.7

0.6

x 05| H
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03}
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w » o«

0.1p

SP500
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Ekonomie - méFeni zavislosti a predikovani ¢asovych fad

index | L* EH 95% Cl
CAC40 | 5 04652  (0.3746;0.5545)
DAX 1 04790  (0.4556;0.5023)
FTSE | 3 04863  (0.4361;0.5482)
HSI 1 04974  (0.4746;0.5201)
NASDAQ | 14 0.5418 (0.4008;0.7136)
NIKKEI | 3 04532  (0.4034;0.5068)
SMI 1 05087 (0.4863;0.5310)
SP500 | 6 0.4460  (0.3225:0.5628)
TSX |12 0.5607 (0.3957;0.6992)

Optimalni segmentace a konfidenéni intervaly
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ARFIMA modely

@ B... operdtor posunuti
Bi(X:) = X;—i

o ARMA(p,q) model

P q
<1 - Zqﬁ;Bi) Xy = <1 + Ze,-s") er
i=1 i=1

@ ARIMA(p,d,q) model, kde p € N

p q
(1 = ¢,-B") (1-B)X, = (1 + ZH,-B’) er
i=1 i=1
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ARFIMA modely

e ARFIMA(p,d,q) model, kde d € (0,1)

P q
(1 -3 d),-B’) (1-B)X; = (1 + ZG;B’) er
i=1 i=1

® ma stejny zdpis jako ARIMA s rozdilem, Ze

a-8Y=% (Z) (—B)kzl—d-BerBz—m
k=0 '

@ parametr d vypo¢teme z Hurstova exponentu H jako

d=H-1/2
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Biomedicina - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG
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Biomedicina - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG

analyza 19 kandli EEG

rozdilny Hurstliv exponent zdravych
subjekti a pacientd trpicich Alzheimerovou
demenci

o zdravy &ovék (CN) - nizsi hodnoty H

@ nemocny &lovék (AD) - vy8i hodnoty H

nalezeny vyznamné rozdily mezi obéma
skupinami

@ nemoc se u kazdého projevuje rlizné

metodika zatim neumoZiiuje presné urdit,
jestli konkrétni pacient nemoci trpi

Martin Dlask zlomkové stochastické procesy
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Biomedicina - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG

nemocny pacient
150 T T T

_150 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

t

zdravy pacient
200 T

~100 ! ! ! ! !
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

t
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Biomedicina - diagnostika Alzheimerovy choroby z EEG

rozsah (range) Hurstova

exponentu u nemocnych (AD)
a zdravych (CN) pacienti

na druhém kanalu

0.2

0.15 : *
+
@ 01 ‘
0.05 [ i
4 n
o
AD cN

nejvétsi rozdily vétsinou
nastavaji na druhém,
tfetim a sedmém kandlu

NASION

@O
®0 0O 0 @

CICRCACRG)

INION
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Aplikace na hudebni zdznam
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Aplikace na hudebni zdznam

@ jaky hudebni styl reprezentuje kazdy ze zvukovych signala?
@ jaky je jejich Hurstiiv exponent?

05

ukazka 1: off

-0.5

1

05
ukazka 2: o

-0.5

-1
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Aplikace na hudebni zdznam

vazna hudba:

1.05

T o095 [ f
09 - b
0.85 L L L L L L L L L
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 t
electro-house:
1.05

T o095

0.9

0.85 I I I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 t
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Aplikace na hudebni zdznam

vazna hudba:

200

150

100

200

jazz:

150

100

50

0.9

rock:

oo
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electro-house:
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Diky za pozornost! ;

o
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