Sur le probléme des nombres naturels

L. RIEGER (Praha)

En commencant, je voudrais attirer votre attention sur
Pintéressante conférence de A. S. Esénine-Volpine (voir ce
volume), qui présente un point de vue trés proche de celui que
je vais exposer ici. A. S. Esénine-Volpine (comme moi-méme)
a essayé d’abandonner la conviction de Iunicité intuitive de la
guite des nombres naturels au sens absolu —- et d’en tirer
conséquences restrictives et critiques quant a la métamathé-
matique (méme quant & celle dite constructiviste) de la théorie
des nombres et de la théorie des ensembles. Bien que nos points
de vue différent 14 ou il s’agit des buts premiers et de la réali-
sation de l’idée principale, il est remarquable de noter leur
gource commune qui me semble étre symptomatique, car il
n’y a pas eu de communication entre nous deux.

Dans ma conférence, je vais diseuter la question qui pour-
rait étre exprimée, tout simplement comme suit:

La situation actuelle des fondements de la théorie des nombres
pourrait-elle étre considérée comme analogue a celle de la géométrie
au commencement du siécle passé?

Naturellement, cette question n’est pas tout & fait nouvelle.
Elle a été touchée déja en rapport avec les résultats célebres de
Godel et de Skolem concernant les sentences formellement in-
décidables et la non-catégoricité de l’arithmétique péanienne
formalisée. Elle découle de nouveaun p. ex. des considérations
récentes de J. Kémény, présentées au Congres d’Edinbourg
(1958), qui concernent la possibilité de satisfaire (en un certain
sens faible) la négation de ’hypotheése de Goldbach par un
modéle non-standard de Parithmétique péanienne.

Mais, la réponse & notre question, acceptée jusqu’a pré-
sent par la grande majorité des mathématiciens, est décidément
négative. IL’opinion régnante — n’importe si elle est construe-
tiviste ou non — nous dit que la méthode axiomatique au sens
original de Hilbert, développée comme tout a fait adéquate
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aux géométries, n'est pas capable de jouer un réle analogue
damns la théorie des nombres. (Voir p. ex. le compte-rendu bien
connu de A. Mostowski, présenté au Congres des mathéma.lti-
ciens polonais & Varsovie en 1953, sur ’état actuel des fonde-
ments des mathématiques.) Cette opinion générale résulte
d’u'.ne_ part du fait que le développement intuitif naturel de la,
théorie des nombres ne semble pas encore forcer ses spécialistes
aw.ax. recherches (axiomatiques) sur les fondements de Ieui
digcipline — et de 'autre coté, elle découle des ré:-sult_ats clagsi-
ques mentionnés de Gidel et de Skolem et complétés 1‘écemmeﬁt
par les considérations sur I'abgence d’une axiomatique élémem
taire finie pour "arithmétique péanienne de O, Ryll-N: M{]zéwﬂd
A, Mostowski et d’autres. u | o
Done, en général, on admet la notion dite absolue des
nombres naturels. On éerit I, II, ITT, ..., oit les trois 110in’n;.
(pete.) désignent le procés ,,d’a-djmmﬁoﬁ suceessive 4 Llruite:‘
des exemplaires d'un seul objet .sans cesse® reproduit. Autre-
ment dit, on adopte le point de vue de Kronecker, si l’c';n‘ v;eut;
avec 11 différence peu mathématique qu'on peut imaginer um;
machine ow un procédé physique produisant la structure des
nombres naturels absolus — et on n'a pas besoin du bon Dien
pour ce but. Bien entendu, on peut discuter s’il est admissible
d’lmaginer — dans une théorie mathématique — tout le résul-
tat de ce proeédé fondamental comme actuellement subsist-anh
0l 101, r-’e:stz-:'n--dire_. on peut étre en désaccord quant an sené
propre et a la démonstration rigoureuse de la proposition .,il
existe un nombre naturel tel que...*. Mais. dang tous les t"w
(construetivistes ou non), on admet cete .nut-iun absolue des;
unm‘bres naturels au moins dans les considérations 1'uétama-t.hé;
matiques; on en a hesoin déjay pour pouveir formuler exacte-
ment 'arvithmétique péanienne elle-méme. o
' _Jt- n'ai pas le temps d’insister ici sur une critigue, plus
poétique que mathématique, de la notion absolue des noinbre*
naturels. Je voudrais seulement remarquer que — .t;.i non;
1'011.10}15 éviter le psychologisme et Fanthropomorphisme dzm.s h;;
notmn.des nombres absolus — nous devons néanmoins y laisser
la notion de temps orienté comme essentiellement c‘ontenu-e
dans la notion dun proeédé quelconque produisant des nom-
bre.t; naturels. Done, nous sommes nécessairement amenés & la
notion de temps dans la physique.
En effet, la définition physique du temps se réduit & un
procédé de reproduction successive et observable du méme
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événement, p. ex. du passage d’une étoile chronométrique ou
d’une constellation atomique. Mais, il est clair que cette ma-
piere de préciser la notion intuitive absolue des nombres na-
turels est bien problématique; peut-8tre, arriverait-on & 1a
conclusion tout & fait opposée, c’est-a-dire, la conviction de
I'unicité structurale du procédé fondamental I, IT, III, ... pour-
rait étre considérée comme un certain préjudice intuitif concer-
nant le temps orienté, qui est analogue au préjudice aprioriste
de la structure euclidienne, la seule possible, de I’espace. Cette
situation ne changerait pas en vue d’un certain privilége histori-
que et heuristique de la géométrie euclidienne.

Mais, revenons aux arguments plus mathématiques qu’on
peut donner en faveur de la possibilité d’une réponse positive
3 potre question principale relative & I’analogie existaut entre
les fondements de la géométrie et ceux de la théorie des
nombres. Done, j'ose formuler un point de vue strictement
axiomatique dans la théorie des nombres qui est opposeé a celui
que P’on accepte en général aujourd’hui. Puis, je vais examiner
la possibilité de satisfaire aux exigeances données en tenant
compte de certains de mes résultats purement mathématiques—
et enfin, je vais signaler deux problémes difficiles qui restent
3 résoudre pour que notre point de vue soit vraiment justifié
(quant 2 la mathématique).

Quelles sont les suppositions programmatiques de mnotre
point de vue quant aux fondements de la théorie des nombres?

Premiérement, on doit considérer la théorie des nombres
basale seulement comme une théorie axiomatigque élémentaire,
¢’est-a-dire basée sur la logique des prédicats du premier type.

Deuxiémement, on ne peut supposer aucune notion de
nombre naturel comme donnée, méme pas dans les considérations
métamathématiques; ¢’est-a-dire, non seulement les symboles
des relations primitives de la théorie des nombres, les con-
stantes individuelles primitives et les variables doivent tous
étre montrés (d’une maniére pratiquement effective) — mais
il doit en étre de méme aussi pour les axiomes eux-mémes.

Troisiemement, toute considération métamathématique
(concernant notre théorie élémentaire des nombres formalisée)
doit étre relativisée par une constante numérique comme une
borne supérieure pour le nombre de symboles utilisés et celui
des pas des récursions métamathématiques qui seront consi-
dérés.
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‘ Vous voyez que ce sont des exigences finitistes — quant
a la métamathématique de la théoric des nombres — aussi
I’nrt‘.es qu'on ]?eut imaginer; en effet, on évite de cette facon
P'usage essentiel et systématique de la métamathématique }du
tout.‘-‘ (c'e qui, naturellement, n’est pas vrai du point de vﬁe
]le1m.2:ﬁ1que). D’autre part, on peut se servir sans serupules
en .developpa.nt une telle théorie des nombres, de la logique:
ordn_mire dite clagsique, naturellement en g:u'rl:m,w la 1)0ssi1.)ﬂi1'-é:
pratique du contréle des démonstrations (trés longnes et compli-
qudes) par le ealeul formel des prédicats. ' |

Mais quel pourrait étre un tel systiéme axiomatique pour
la théorie des nombres en vue du fait qu'il n’vxiﬁtv. pas de
systéme fini élémentaire de Parithmétique péanienne?

D’une part, nous voyons que la théorie basale des nombres
cherchée ne peut pas se borner aux seuls nombres naturels
f:*.t qu’?'l est convenable de considérér aussi des nombres qui
Joueraient (dans la théorie des nombres basale) le role des
points & Pinfini de la géométrie, d’une facon assez natm‘elié
1'£:1&LT1VU aux nombres naturels. lﬁ"est-:‘x-dire; il né s'agira 11111%';
d'nne ,reine Zahlentheorie®, mais — peut-ctre (1’u;9 paitie“
L'-nn\-'e.na.h_l.e de la théorie algébrique des nombres qui sel'al-it:
»aUssl pen infinitiste que possible®. |

Ta. 3 (=1 i £ 11 A 1
D’autre part, depuis déja plus de vingt ans, on comnait

all moms mn systéme élémentaire fini d’axiomes ,pas trop

llli"illiil'i{\'i-l-':i" et assez fortes permettant de développer une
théorie des nombres pent-étre plus riche que n'est la I'(*.i]'_l(‘
Zahlentheorie“. En effet, c¢’est la théorie a.xir.mln.t'iqu: rle-;
{311ﬂ8}11|)11‘ﬁ finis p. ex. au sens de Bernays-Godel, c’esﬁ-;’-i.-d.h*v Ie
systeme X' de 19 axiomes (utilisé par Gédel dang H-i'l fa.moﬁ-:e
d_émr_quf'mtjnn de la mon-contradiction de l’hyput}-u‘me ﬂu 001-1_
tinu généralisée) ol 'on a remplacé axiome de infini €1 par
son contraire, & savoir, par I'axiome du fini.

Donc,‘ une certaine possibilité de réaliser nos exigences stric-
teme.nt axiomatiques pour fonder la théorie basale des nombres
subsiste: .Du point de vue de nos trois exigences logiques donl
nées, ceci sera fait si nous considérons les 11[]111])1::(:.;‘5. naturels
comme les nombres ordinaux de la théorie axiumaf.iqut-;- des
ensembles finis (et, bien entendn des classes au 1)1115 déno.m‘-
brables). Mais, du point de vue mathématique, cette possibilité
semble étre pen naturelle et pen élégante, entre ziutres | 11:11'01;
que la relation primitive binaire ,étre élément” — ot 1:3*';’015%0*-
en général sont des objets assez étrangers & la thé;)riJe des
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nombres, méme §'il s'agissait de la théorie algébrique. Notam-
ment, on pourrait bien ajouter une quatriéme exigence, naturelle
de notre point de vue, pour ce qui concerne le gystéme axio-
matique basal de la théorie des nombres: Pour seules notions
primitives duw systéme awviomatique cherché nous devons prendre
quelques opérations arvithmétiques fondamentales.

La solution de cette difficulté peut étre exprimée d’une
facon simple et un peu surprenante:

La théorie axiomatique des ensembles finis (et des classes
au plus dénombrables) de Bernays-Godel — n’est qu'une autre
formulation d’une certaine théorie élémentaire axiomatique finie
des nombres entiers p-adiques de Hensel (bien connus et bien
importants dans la théorie algébrique des mombres) pour le
cas p = 2 (entiers dyadiques). La derniere théorie est fondée
sur 25 axiomes concernant seulement les trois notions primi-
tives suivantes: Daddition, la muliiplication et la puissance
arithmétiqgue de 2 pour les entiers dyadiques. (La derniere
opération est entendue dans ce sens que ’on prend l'entier
non-négatif de la puissance en (uestion.)

Pour pouvoeir formuler ce résultat plus précisément, je
donne une deseription globale de la nature et de I"intention de
nos axiomes de la théorie proposée des entiers dyadiques.
(Pour plus de dctails et pour les démonstrations, voir mon
article A contribution to Gidel's axiomatic set theory III,
3 paraitre dans Czech. Mat. J. 10 (85).)

Le premier grouwpe d’axiomes exige tout simplement que
les entiers dyadiques forment wun anneaw commutatif avec un
flément-unité, sans diviseurs de zéro et avec 1+1 7 0.

Le deuxiéme groupe d'axiomes concerne la puissance
arithmétique de 2. Il est partagé en deux Sous-groupes,
4 savoir:

Les axiomes du premier sous-groupe ont pour but ’intro-
duction de la propriété d’étre non négatif (au sens bien connu
de D’algébre, ce qu'on éerit X = 0), aw moyen de la puissance
de 2; done, nous exigeons des propriétés de 2% telles que la rela-
tion X >0 définie par 2¥ == 0 donne les deux SOTR-semigroupes
(additif et multiplicatif) des si dits entiers non négatifs d’un cer-
tain sous-anneau discrétement ordonné et avec une unité, de toub
Panneau considéré. (Nous désignons les entiers mon négatifs

dyadiques abstraits par des minuscules, tandis que les entiers
dyadiques abstraits quelconques seront désignés par des majus-
cules; nous écrivons X < Y 4 la place de oF-X 2 0& X # Y.)
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Les axiomes du deuxiéme so
° us-groupe sont 1 i g
- p es suivants:

(i) 2°.2Y = 2%t¥
(iii) YXVy!Z!u((X =Z-2%4+u)& (0 <u< 2%))
(?;Jallla exprime la division avec reste par les puissances non
o es' de 2; on peut écrire d’une maniére univoque Z — [X/2"1.)
(iv) VX3IyIZ(X # 0=2".(1+22)). .
(Cela donne 1la possibih’té d’introduire la valeur dite dyadique
ggulracilﬁgug ent(béler dyadique sauf zéro, par W(X) =y, an s(ins
orie général i ,

Ry g e de la valuation des corps algébriques,
Cela donné, on peut définir la relation dyadique ,étre

élément“ entre les entier ;
S non négatif; : e
quelconques, par la formule gatits et entiers dyadiques

daf z
Te Y = [Y[2°]-2.[Y/2"] =1,

njwd
de ] It‘ﬂ.‘aﬂl. on s

De Voo ¥ = .. 42V ..,

au sens v i
tsem. du développement dyadigne ordinaire; en général, bien
ens ! Pene] 4 : i .
11 {‘.1:_:1;1, on n'a pas de tels développements.) ’
.(‘ |t.(-' ] . ‘P‘J. N g 02N -
e _1T;F151n €« possede déja quelques propriétés de la
e 1 D 1_1)31111\ e e de la théorie axiomatique des ensembles
:t classes) de Bernays-Go
; odel, entre autres i
y autres, les axi 3
. : g ; 5 le omes du
%n{ 171130 A‘,EG ...J.sont vérifiés. En particulier, on définit le couple
T, = L0t VT o . . 4 .
(1 CJm ) Sl I'JIUIH z 7=y et {wa), = 2% la notation (xy>
neouple ordonné®) est évidente. T

Nous arri [9i¢
. us arrivons done au troisiéme groupe d’aviomes: ce sont
ssentiellement, les awiomes du groupe B de X et I’ 255 :

choiz K de Gidel, exprimé i ki
. , exXprimés par la n
lation ,arithmétique®. . PHOT S s e formu
Z’(Ja;rjs]{?::i:f,d?:; a m; axigmo important exceptionnel: on y exige
awestence aun entier dyadique A tel quon ai
pour chaque x non négatif. ) e
Cela fait, on peut démontrer ce qui suit:
zﬁém-gi?mm I(a) ((_l’équimlence). Les 25 awxiomes de la
e es 'eﬂ,t‘:.a“rs dyadiques étant admis et la relation e définie
Bemas t;sc:ff,o?;aes de la t_kéo:»'e'c aziomatique des ensemble.: finis d;
ys-Gadel sont vérifiés par e, . (Notamment, chaque entier

Y
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dyadique non négatif est un nensemble®, chaque entier dya-
dique général est une ,classe®.)

(La démonstration de ce fait est compliquée; elle est
essentiellement contenue dans mon article A contribution to
Godel’s amiomatic set theory 11, paru dans Czech. Mat. J. 9 (84)
(1959), 11-48.)

THEorEME I(b) (d’équivalence). Les 19 axiomes de la
théorie des ensembles finis de Bernays-Godel étant admis, on peut
définir (Q’une maniére assez naturelle, mais avec quelques
préliminaires nécessaires que nNOUS POUVOS omettre ici (1))
Paddition, la multiplication et la puissance arithmétique de 2 =
{{4}} pour les classes (au plus dénombrables) de Gadel, de fagon

que tous les axiomes de notre théorie axiomatique des entiers
dyadiques sont remplis.

TafoREME II(a) (de reproduction). En passant de la
ihéorie des entiers dyadiques & la théorie des ensembles finis au
sens du théoréme I(a) — et en définissant ensuite Daddition, la
multiplication et la puissance arithmélique de 2 au sens du théo-
réme I(b) pour €,, on revient aux opérations arithmétiques origi-
nales.

THEOREME II(b) (de reproduction). En passant de la théorie
des ensembles finis & la théorie des entiers dyadiques aw sens du
théoréme I(b) — et en définissant ensuite e, pour les classes
comme entiers dyadiques au sens du théoréme I(a) — on revient
& la notion ,étre élément” primitivement supposée.

(Les démonstrations de I(b), II(a) et II(b) seront publiées
dans A contribution ... IIT dans Czech. Mat. J.)

11 me semble donc qu’une telle axiomatisation des entiers
dyadiques pourrait étre acceptée comme le fondement d’une
théorie basale des nombres, du moins, d’un fragment assez impor-
tant et riche de la théorie algébrique des nombres. (Bien en-
tendu, le principe de I'induction devient ici un théoreme, dans
1a formulation la plus forte: Chaque classe non vide d’entiers
non négatifs contient le nombre le plus petit.)

En remplissant de cette fagon les quatre conditions données
auparavant, nous sommes enfin arrivés & la situation ol seule-
ment alors, on peut examiner en détail la question principale

() L’intuition de cette possibilité est suggérée par la correspondance

0w d, 1= 20 o (), 2 = 29 {{A}}, 3= 2+ 2 (AU}, 4= 2= {{{AD),
(A est 'ensemble vide). ‘
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de I'analogic entre le for i
e 1g1. e.ntrjc I'l. fondement axiomatique de la géométric
.0 ie la, théorie des mombres que nous avons ;osét -
h; : e premier probléme difficile qui se pose lorsqu’on veut
démantrer e g i o ol
e ”u:: une fcelle analogie, c'est de trouver wne hypothése
'Tt.;t.»'." ";'J&?t-ﬁ’-f' de la théorie des nombres — et deux inter H’.
ations de la S i ] . i
L 18 de .r':r.t théorie axiomatique des entiers dyadiques (flaulu la
héorie axiomatique des ens L oo
iy (?:1510111{113@1{. des ensembles de Bernays-Godel) telles que
Mane  dlelles  satisfass Y. R s
o H:’ (’nt.S— satisfasse — et Dautre ne satisfasse pas r?tft
ypothes atnr - o o
Tﬁiw:zgﬁ J\rtmtm ellement, on ne pent pas considérer dey hypo-
(.) l_‘ 25 i. es que p, ex. celles de Fermat ou de Goldb‘ucﬁ c
n peut espérer arriver ! 5 . : s hypo-
I ‘ a des démonstrati
{héser en perfecti sirations Qe oos, hypo
S . wetionnant les méth alodhri )
: - ‘thodes algébrigues
pheacs en 1 ior loéhriques et analy-
11;&: contemporaines de la théorie des nombres — et .
yeub-etr sofor Ca 4 y e e
chajre; 21 e, udm.r!m].ez ces  démonstrations en termes ("161121911?
taires et la ,reine Zahlentheorie“ (2). Done, il faut -es-sa-
: ; er
£ nyOII)Ic;bheses ,dans lesquelles toutes les méthodes de 1a théoiie
res n’ont pas abouti j '3
: ' _ jusqu’a Pheure actuelle, 3
progres, méme minim, R o
al, vers la solutio ¢
‘ n du probl
wrobléme es ar i = T
1”1 i est, par exemple, la question bien connue (posée par
us ‘1 )3!111&1..), de savoir si fous les nombres de la forme “—El
D 25 ot Ak I - 4
iy 264, +1, ... (sanf, un nombre fini d’exceptions)
sont des nombres premviers. eeptony
Notre ier problé i
B })I‘(‘]I‘llﬁl probléme, quoique treés difficile, ne semble pas
t.d-é."-l- 3e. Us(qua present, au moins, j’ai construit par interpré
b : 5 : : My I 41D e~
- (‘(‘_ )] (1()13313 la. théorie axiomatique des ensembles de I']IS)er
#-Grodel) des divers modél inde - l ,
es (indenombrables Sori
oy od ' : x rables) de la théorie
e th(ﬁii d}:Jdlques qui sont structuralement assez différents
‘ p ; i ) Pe
o :r xllctur'a[e des entiers dyadiques abstraits peut
. » développée par les méth ; 6
. ‘thodes de la théorie géné
de la valuation S vy
a va i dans le gsens di 4 K i
: sen; a Kra Toir i
A contribution. ... IT). = IS SR
Or, il Y
- :) int}:l a un se.conci probléme & résoudre pour justifier
” k:bp i e vue strictement axiomatique dans les fondements
b s ‘e- -(;_-(Ei“e rIles 1:101'[11')1‘9-.‘5 — c¢'est-a-dire pour donmner wune
i ‘: ,:.;1 1‘1J1£la:t.1w a la question de Panalogie entre la géo
1etrie et la théorie des nombres. :
: '8 1 es. (Mest le pirobléme qui ]
o e O DESROES . 1 ene qui consisie
plonger un modele quelconque de la théorie des ensembles finis

EZ; X la fin de cette conférence.

_ savoir, de notre point de i

odis : : vue la notion dite sé i

ele (basée sur la notion essentiellement métamathémat?ia;nggu: t('iu
atis-

)
p 8. q
fa;()‘]l()n n’est as admls lb].e dans le cas de la theOIle axiomatique des‘

T
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(ou bien, ce qui est la méme chose, de la théorie des entiers
dyadiques) — dans un modele de la théorie géncérale des en-
sembles — de facon que les nombres ordinaux du modéle plongé
deviennent des nombres ordinanx finis dw modele entier.

e trés difficile. Il est d’une nature trés
ands problémes actuels de la théorie
du probléeme de I’indépendance de
Paxiome du choix (relativement

Ce probléme sembl
proche de celle des gr
axiomatique des ensembles,
Phypotheése du continu ou de
au ,sFundierungsaxinm“ non restreint).

Si on réussissait & résoudre nos deux problemes, cela
sigmifierait un nouveau cuceds déeisif de la méthode axioma-
original de Hilberf. De plus, on serait obligé
ences importantes pour une réinterpré-
« sentences formellement indé-

tigue an sens
d’en tirer des conséqu

tation critique de la théorie de
cidables et de la théorie des fonctions récursives. Naturelle-

ment, les résultats de la théorie élémentaire constructive des
nombres naturels n’en seraient pas touchés; on pourrait con-
sidérer (de notre point de vue) cette théorie comme analogue
4 la géométrie (absolue) sans points 3 Vinfini, avee une ditfé-
rence importante: cette théorie ,absolue® des nombres (dont
les théorémes restent valables dans toutes les théories des
nombres) n’est pas axiomatisable (an sens fini).

TEn concluant, je voudrais dire que je m'ai pas V'intention
de faire un dogme du point de vue présenté. Je crois seulement
avoir montré que ce point de vue semble é&tre bien possible
et ne pas étre dépourvi d’intéres — et qu’il faut essayer de
1e Téaliser — ou bien de prouver qu'une telle réalisation serait
nécessairement arrétée par des obstacles insurmontables. '




